■CM 


*^S 


mS    OSTWALD'S  klässikek 

S^  ß  EMKTEN  WISSENSCHAFTEN. 


•CD 


Nr.  im. 


CO 


ÜBER  Em  ALLGEMEINES 


PRINCIP  DER  MATHEMATISCHEN  THEORIE 

mDÜCIETEB  ELEKTEISCHEB  STßÖME 

VON 

FRANZ  NEUMANN. 

(1847.) 


^^ 


/ 


Die  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften. 

Herausgegeben  von  Prof.  Wilh.  Ostwald  in  Leipzig. 

8,    In  Leinen  gebunden. 

Erschienen  sind: 
Nr.  1.  H.  Helmholtz,  Erhaltung  der  Kraft.  (1847.)  (60  S.)  80  ^. 

»  2.  C.  F.  Gauss,  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten  Verhält- 
nisse des  Quadrats  der  Entfernung  wirkenden  Anziehungs-  und  Ab- 
stossungskräfte.  (1840.)  Herausg.  von  A.  Wangerin.  (60  S.)  80.^. 

»  3.  J.  Dalton  u.  W.  H.  WoUaston,  Abhandlungen  zur  Atomtheorie. 
(1803—1808).  Herausg.  v.  W.Ost  wald.  Mit  1  Taf.  (30  S.)  50.^. 

»     4.   Gay-LussaC,  Jod.  (1814.)    Herausg.  v.  W.  Ostwald.  (52  S.)  80.^. 

»  5.  C.  F.  Gauss,  Flächentheorie.  (1827.)  Deutsch  herausg.  v.  A.  Wan- 
gerin. (62S.)  80.^. 

»  6.  E.  H.  Weber,  über  die  Anwendung  der  Wellenlehre  auf  die  Lehre 
vom  Kreislaufe  des  Blutes  etc.  (1850.)  Herausg.  v.  M.  v.  Frey.  Mit 
1  Taf.  (46  S.)  Jl  1.—. 

■•'  7.  F.  W.  Bessel,  Länge  d.  einfachen  Secundenpendels.  Herausg,  von 
H.  Bruns.  Mit  2  Taf.  (171  S.)  M  3.—. 

•  8.  A.  Avogadro    u.  Ampere,    Abhandlungen    zur   Molekulartheorie. 

(1811  u.   1814.)    Mit   8  Taf.    Herausg.  v.  W.  Ostwald.    (50  S.) 

jsri.20. 

»     9.  H.Hess,  Thermochemische  Untersuchungen.  (1839 — 1842.)  Herausg. 

V.W.  Ostwald.   (102  S.)  U?  1.60. 
»  10.  F.  Ncumann,  D.  mathem.  Gesetze  d.  inducirten  elektrischen  Ströme. 

(1845.)  Herausg.  v.  C.  Neu  mann.  (96  S.)  M  1.50. 

•  11.  Galileo  Galilei,  Unterredungen  u.  mathematische  Demonstrationen 

über   z/fei  neue  Wissenszweige  etc.     (1638.)      1.  Tag   mit   13  u. 

2,  Tag  mit  26  Fig.  im  Text.    Aus  d.  Italien,  übers,  u.  herausg.  v. 

A.  V.  Oottingen.  (142  S.)  Jl%.—. 
«  12.  L  Kant,   Theorie  d.  Himmels.    (1755.)     Herausg.    v.  H.  Ebert. 

(101  S.)  Jf  1.50. 
»  13.  Coulomb,  4  Abhandlgen  über  d.  Elektricität  u.  d.  Magnetismus. 

(1785-1786.)    Übers,    u.    herausg.   v.  W.  König.    Mit  14  Textf. 

(88  S.)   ^/1.80. 
»  14.  C.  F.  Gauss,  D.  4  Beweise  d.  Zerlegung  ganzer  algebr.  Functionen 

etc.    (1799—1849.)    Herausg.  v.  E.  Netto.    (81  S.)  uSrl.50. 
»  15.   Theod.  de  Saussure,  Chem   Untersuch,  üb.  d.  Vegetation.    (1804.) 

1.  Hälfte.    Mit  1  Taf.    Übers,  v.  A.  Wieler.   (96  S.)  ^  1.80. 

..  16. —  2.  Hälfte.    Übers,  v.  A.  Wieler.    (113  S.[  J(  1.80. 

»  17.  A.  Bravais,  Abhandlgen  üb.  symmetr.  Polyeder.  (1849.)  Ubers.  u.  in 

Gemeinschaft  mit  P.  Groth  herausg.  von  C.  u.  E.  Blasius.    Mit 

1  Taf.  (50  S.)  Ji  1.—. 
»  18.  Die  Absonderung  d.Speichels.  Abhandlungen  V.  C.  Ludwig,  E.Becber 

u.  C.  Rahn.  Herausg.  v.  M.  v.  Frey.  Mit  6  Textflg.  (43  S.)  J/  —.75. 
»  19.  Üb.  d.  Anziehung  homogener  Ellipsoide.  Abhandlungen  von  Laplace 

(1782),  Ivory  (1809),  Gauss  (1818),  Chasles  (1838)  und  Dirichlet 

(1839).  Herausg.  von  A.  Wangerin.  (118  S.)  U?  2.—. 
»  20.  Chr.  Huyghens,  Abhandlung  üb.  d.  Licht.  Herausg.  von  E.  Lom- 

mel.  Mit  57  Textflg.  (115  S.)  J(  2.40. 
»  21 .  W.  Hittort,  Abhandlgen  über  d.  Wanderungen  der  Jonen  während  der 

Elektrolyse.    (1853—1859.)    I.   Theil.    Mit  1    Taf.    Herausg.  von 

W.  Ostwald.  (87  S.)  ^  1.60. 
»  22.  Woebler  u.Xiebig,  Unters,  über  d.  Radikal  d.  Benzoesäure.  (1832,J 

Herausg.  von  Herrn.  Kopp.  Mit  1  Taf.  (43  S.)  Ji  1.—. 

Fortsetzung  auf  der  dritten  Seite  des  Umschlages. 


lieber  ein  allgemeines 

PMNCIP  DER  MATHEMATISCHEN  THEORIE 

inducirter  elektrischer  Ströme. 

Von 

FRANZ  NEUMANN. 

(1847.) 

Herausgegeben 

von 

C.  Neumann. 

Mit  10  Figuren  im  Text. 


1^ 


o. 


LEIPZIG 

VERLAG  VON  WILHELM  ENGELMANN 

1892. 


HM-"B£. 


üeber  ein  allgemeines  Princip  der  matheraatischen 
Theorie  inducirter  elektrischer  Ströme 

von 

F.  Neumann. 

Aus  den  Abhandl.  der  Berliner  Akademie  aus  dem  Jahre  1848. 
Vorgelesen  daselbst  am  9.  August  1847. 


[1]  In  meiner  Abhandlung  über  die  mathematischen  Gesetze 
der  inducirten  elektrischen  Ströme*)  habe  ich  die  Fälle  von 
linearen  Inductionen  behandelt,  in  welchen  die  gegenseitige 
Lage  der  Elemente  der  bewegten  Stücke  unverändert  bleibt,  diese 
also  nicht  ihre  Form,  nur  ihre  Lage  verändern,  die  Stücke 
mochten  übrigens  dem  inducirten  Leitersystem  oder  dem  indu- 
cirenden  Stromsystem  angehören.  In  der  vorliegenden  Ab- 
handlung findet  in  Beziehung  auf  die  Bewegung  der  Elemente 
eines  jeden  der  beiden  Systeme  keine  andere  Beschränkung  statt, 
als  die,  welche  für  das  Zustandekommen  von  inducirten  Strömen 
überhaupt  nothwendig  ist,  nämlich  dass  die  Elemente  eines  jeden 
der  beiden  Systeme  während  ihrer  Bewegung  unter  einander 
in  leitender  Verbindung  bleiben.  Diese  weitere  Entwickelung 
des  in  der  früheren  Abhandlung  zu  Grunde  gelegten  Inductions- 
gesetzes  hat  zu  einem  so  einfachen  und  allgemeinen  Theorem  ge- 
führt, dass  dieses  jetzt  als  ein  Princip  der  mathematischen  Theorie 
der  inducirten  elektrischen  Ströme  angesehen  werden  kann. 
Dies  Theorem  lässt  sich  so  aussprechen: 

Wird  ein  geschlossenes,  unverzweigtes,  lei- 
tendes Bogensystem  A^  durch  eine  beliebige 
Verrückung  seiner  Elemente,  aber  ohne  Auf- 
hebung der  leiten  den  Verbin  düng  [2]  derselben, 
in  ein  anderes  A^,  von  neuer  Form  und  Lage 


*]  Die  mathematischen  Gesetze  der  inducirten  elektrischen 
Ströme.  Schriften  der  Berlin.  Akad.  d.  W.  1845.  Von  Neuem  ab- 
gedruckt in  den  Klassikern  der  exakt.  Wies.  No.  10, 
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übergeführt,  und  geschieht  diese  Veränderung 
von   Af  in  Ä,,  unter  dem  Einfluss  eines  elek- 
trischen   Stromsystems   J5^,    welches    gleich- 
zeitig durch  eine  beliebige  Verrückung  seiner 
Elemente   eine   Veränderung   in   Lage,    Form 
und  Intensität  von  B,  in  B,,  erfährt,  so  ist  die 
Summe  der  elektromotorischen  Kräfte,  welche 
in  dem  leitenden  Bogensystem  durch  dieseVer- 
änderungen  inducirt  worden  sind,  gleich  dem 
mit    der  Inductionsconstante  e    multiplicirteu 
Unterschied  der  Potentialwerthe  des  Stromes 
.ß,,  in  Bezug  auf  ^,,  und  des  Stromes  5,  in  Bezug 
auf  Af,  wenn  A^^  und  A^  von  der  Stromeinheit 
durchströmt  gedacht  werden. 
Der  vorstehende  Ausdruck  des  Theorems  setzt  voraus,  dass 
das  inducirte  Leitersystem  ohne  Verzweigungen  ist,  und  dem 
induciiten  Strome  also  nur  eine  ungetheilte  Bahn  bietet.    Hat 
das  Leitersystem  Verzweigungen ,  so  muss  man  dasselbe  sich  in 
geschlossene  unverzweigte  Umgänge  zerlegt  denken,   und  auf 
jeden  dieser  Umgänge,  als  wäre  er  nur  allein  vorhanden,  das 
Theorem  anwenden.    Dadurch  erhält  man  die  Summe  der  in 
jedem  dieser  einfachen  Umgänge  inducirten  elektromotorischen 
Kräfte,  und  dies  ist  diejenige  Grösse,  deren  Kenntniss  nöthig 
und  hinreichend  ist,  um,  wenn  die  Leitungswiderstände  gegeben 
sind ,    die  Stärke  des  inducirten  Stromes  in  jedem  Theile  des 
Leitersystems  zu  bestimmen.     In  dieser  Erweiterung  giebt  das 
vorstehende  Theorem  unmittelbar  den  Ausdruck   der  elektro- 
motorischen Kräfte  in  allen  Fällen  von   linearen  Inductionen, 
welche  durch  Veränderungen  der  Stromstärke  und  der  relativen 
Lage  der  Stromelemente  in  Bezug  auf  die  Elemente  eines  be- 
liebig verzweigten  Leitersystems  in  diesem  erregt  werden ,  die 
Fälle  nicht  ausgeschlossen ,  in  welchen  durch  Verrückung  von 
Stromstücken  oder  Stücken  des  Leitersystems  Elemente  aus  der 
Bahn  des  inducii enden  oder  des  inducirten  Stromes  heraustreten, 
oder  eintreten.    Die  Gesetze  der  Magneto-Induction  sind  als  ein 
besonderer  Fall  in  dem  Theorem  enthalten.    Nicht  unter  diesem 
Theorem  begriffen  sind  die  Fälle,  wo  ein  so  rascher  Wechsel  der 
inducirenden  Ursache  stattfindet ,  dass  in  dem  inducirten  Strom 
keine  gleichförmige  Strömung  angenommen   werden  darf,  wie 
z.  B.  bei  den  elektrischen  Entladungen. 

[3j    Der   Potentialwerth    eines  geschlossenen    elektrischen 
Stromsystems  in  Bezug  auf  ein  anderes  geschlossenes  Stromsystem 
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ist  die  negative  halbe  Summe  der  Producte  der  Babnelemente 
des  einen  Systems  mit  den  Bahnelementen  des  andern,  jedes 
Product  zweier  Elemente  mit  ihren  Intensitäten  und  dem  Cosinus 
ihrer  Neigung  gegeneinander  multiplicirt,  und  durch  ihre  gegen- 
seitige Entfernung  dividirt. 

Es  sei  D  G,  ein  Element  der  inducirenden  Strombahn  B^  in 
der  Anfangsposition  ihrer  Elemente,/,  die  Stromstärke  inZ>(7, ; 
es  sei  ferner  Ds,  ein  Element  des  indncirten  Leiterumgangs  A, 
in  seiner  Anfangsposition  und  [Dg^  •  Ds)  bezeichne  die  Neigung 
von  Dg,  gegen  Ds,^  so  wie  r,  die  gegenseitige  Entfernung 
dieser  Elemente.  Durch  Q  g,  •  s,  werde  der  Potentialwerth 
des  Stromes  B^  in  Bezug  auf  den  von  der  Stromeinheit  durch- 
strömten Umgang  A,  bezeichnet.  Für  die  Endpositionen  B,, 
und  A,,  sollen/,,,  Dg,,,  Ds„,  r„  die  entsprechende  Bedeutung 
haben.    Dann  ist 

^/  \  1  QV  .  cos(Z>(T,  •  i>6,    ^^      ,. 

'// 

worin  die  mit  S  und  —  bezeichneten  Integrationen  auf  alle  Ele- 
mente Z>s  des  inducirten  Leiterumganges  und  alle  Elemente  Dg 
des  inducirenden  Stromsystems  auszudehnen  sind. 

Die  Summe  der  elektromotorischen  Kräfte,  welche,  während 
die  Strom-  und  Leiterelemente  aus  ihren  Anfangszuständen  in 
ihre  Endzustände  tibergegangen  sind,  inducirt  worden  sind,  ist 
nach  dem  vorstehenden  Theorem 

(l)  e{Q[G„-s,;  —  Q{G,'  s/} 

woftir  ich  auch  schreibe 

worin  die  Klammer  []','  die  Differenz  der  Werthe  bezeichnen  soll, 
welche  die  von  ihr  eingeschlossene  Grösse  in  den  Endpositionen 
der  Strom-  und  Leiterelemente  und  in  den  Anfangspositionen 
besitzt.  Diese  Grenzpositionen  werden  durch  die  der  Klammer 
oben  und  unten  zugefügten  Indices  angedeutet. 

[4]  Aus  dem  vorstehenden  Ausdruck  für  die  inducirte  elektro- 
motorische Kraft  kann  man  leicht  einen  ebenso  allgemeinen 
Ausdruck  für  den  in  dem  Leiterumgang  A  inducirten  Strom 
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ableiten.  Zu  diesem  Ende  betrachten  wir  als  Anfangs-  und  End- 
position der  Strom-  und  Leiterelemente  zwei  sehr  wenig  von 
einander  verschiedene  Positionen  derselben,  welche  zur  Zeit 
t  und  t-\-'ht  stattfinden,  wo  ö^  das  Zeitelement  bezeichnet.  Die 
während  dieses  Zeitelements  inducirte  elektromotorische  Kraft 
ist  nach  (2) 

t 

und  dafür  kann  man  schreiben 

3)  — i  £  ö  ^ -r- 0  Zi-^— — ^ DsDa 

^  '  ^  dt  r 

Das  Product  dieser  elektromotorischen  Kraft  mit  dem  reci- 
proken  Leitungswiderstand  e  des  inducirten  Leiters  giebt  den 
zur  Zeit  t  vorhandenen  inducirten  Differentialstrom  D. 
Wird  dieses  Product  zwischen  t=  t^  und  t  =  1,^  integrirt ,  so 
erhält  man  den  in  dem  Zeitraum  t^^  —  t^  inducirten  Integral- 
strom J .    Man  hat  also : 

(4)         Z)  =  — -I  ££' ö^-^OZ'^^ 5__ 'DsDo 


(5)         J=-^eßte'-^^l'- 


Da]  DsDa 


dt  r 

Wenn  die  Verrtickungen  der  Elemente  des  Leiters  keine  merk- 
liche Veränderung  des  Leitungwiderstandes  des  inducirten  Stroms 
herbeiführen ,  also  e'  constant  ist ,  oder  so  angesehen  werden 
kann,  so  hat  der  inducirte  Integralstrom  den  Ausdruck : 

/  Q  VIj  cos  (Da  •  Z)ff)'l  -_,     ^ 

(6)  /,  =  — ^££'0ZK ^^ -iDsDa 

und  dieser  verwandelt  sich,  wenn  der  inducirende  Strom  unver- 
zweigt ist,  in 

(7)  J„  =  -i,,jn\^'^i^^?l]nsBa. 

[5]  Die  Ausdrücke  der  Stromstärken  (4),  (5),  (6)  und  (7) 
setzen  einen  einfachen,  d.h.  unverzweigten  inducirten  Leiter- 
umgang voraus.    Ist  der  inducirte  Leiter  verzweigt,  so  müssen 
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die  Stromstärken  in  den  einzelnen  Zweigen  nach  den  Sätzen  von 
Kirchhoß" mittelst  des  Ausdrucks  (3)  bestimmt  werden,  welcher 
dann  auf  die  einzelnen  einfachen  Umgänge,  die  aus  den  Zweigen 
gebildet  werden  können ,  angewandt  werden  mnss ,  und  die  in 
ihnen  während  des  Zeitelements  entwickelte  elektromotorische 
Kraft  giebt. 

Die  Absicht  der  vorliegenden  Abhandlung  ist  die  Ableitung 
des  eben  ausgesprochenen  Theorems  über  die  inducirte  elektro- 
motorische Kraft  aus  dem  in  meiner  früheren  Abhandlung  zu 
Grunde  gelegten  Inductionsgesetz .  Ich  habe  dieselbe  in  fünf 
Paragraphen  getheilt. 

§  1 .  behandelt  die  InductionsMle ,  in  welchen  die  Leiter- 
elemente unter  dem  Einfluss  eines  ruhenden  constanten 
Stroms  bewegt  werden ; 
§  2.  behandelt  die  Fälle,  in  welchen  in  einem  ruhenden 
Leiter  durch  die  Bewegung  von  Stromelementen  Ströme 
inducirt  werden ; 
§  3 .   behandelt  die  durch  gleichzeitige  Bewegung  der  Strom- 

und  Leiterelemente  erregten  Inductionen ; 
§  i.  handelt  von  den  durch  Veränderungen  der  Stromstärken 
und  gleichzeitige  Bewegungen  der  Strom-  und  Leiter- 
elemente inducirten  Strömen; 
§5.  untersucht,  inwieweit  Uebereinstimmung  stattfindet 
zwischen  dem  oben  ausgesprochenen  Theorem  und  den 
neuen  Grundsätzen  über  die  Wirkung  bewegter  Elek- 
tricität  in  der  Ferne,  welche  JV.  IFeSer  in  seinen  elektro- 
dynamischen Maassbestimmungen*)  gegeben  hat. 

§1- 
In  diesem  Paragraphen  soll  der  Ausdruck  für  die  Intensität 
der  Ströme  entwickelt  werden,  welche  in  einem  linearen  ge- 
schlossenen Leiter  inducirt  werden,  wenn  die  Elemente  desselben 
unter  dem  Einfluss  eines  ruhenden  constanten  Stroms  auf  eine 
beliebige  Weise  aus  einer  Lage  in  eine  andere  geführt  werden. 
Auf  diesen  Inductionsfall  lässt  sich  unmittelbar  derjenige  zurück- 
führen, [6]  in  welchem  ausser  den  Leiterelementen  auch  die 
Stromelemente  eine  Bewegung  besitzen,  wenn  diese  von  der  Be- 
schaffenheit ist,  dass  die  gegenseitige  Lage  der  Stromelemente 


*)  Elektrodynamische  Maassbestimmungen  von  TF.  Weber. 
Leipzig  1846.  Besonders  abgedruckt  a.  d.  Schriften  d.  Königl. 
Sächsischen  Akademie. 
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dadurch  nicht  geändert  wird.  Man  kann  in  diesem  Falle  dem 
Strom-  und  Leitersystem  eine  solche  gemeinschaftliche  Bewe- 
gung geben,  dass  der  Strom  ruht.  Diese,  beiden  Systemen  ge- 
meinschaftliche Bewegung  erregt  keine  Induction. 

Es  seien  Do  und  Ds  Elemente  der  inducirenden  Stromcurve 
und  inducirten  Leitercurve ;  die  Coordinaten  dieser  Elemente 
seien  ^,  >j,  C  und  x,  y,  z,  ihre  gegenseitige  Entfernung  r, 
wo  also 

Die  Winkel,  welche  r  mit  Ds  und  Do  macht,  sollen  mit  ■^  und 
S^  bezeichnet  werden ,  und  der  Winkel ,  unter  welchen  diese 
Elemente  gegeneinander  geneigt  sind,  sei  iq.  Die  Geschwindig- 
keit, mit  welcher  Ds  fortgeführt  wird,  sei  v,  sein  Weg  o,  dessen 

Element  öo,  so  dass  «5  =-r—,    wo   ö^  das   Element    der  Zeit 

bezeichnet.  Die  Geschwindigkeit  v  ist  eine  Function  von 
s  und  t. 

Nach  dem  in  meiner  früheren  Abhandlung  aufgestellten  In- 
ductionsprincip  ist  die  während  ht  m  dem  Element  Ds  dui-ch 
den  Strom,  unter  dessen  Einfluss  es  bewegt  wird,  inducirte 
elektromotorische  Kraft  ED«  ausgedrückt  durch 

(1)  .  'E^Ds  =  —  EvODs^t 

worin  CDs  die  nach  bo  zerlegte  Wirkung  bezeichnet,  welche 
der  Strom  auf  das  Element  Ds  ausübt,  dieses  von  der  Strom- 
einheit durchströmt  gedacht ,  und  e  die  Inductionsconstante  ist. 
Nach  Ampere'%  Gesetz  hat  die  Wirkung,  welche  das  Strom- 
element Do  auf  Ds  ausübt,  die  Richtung  von  r,  und  ihr  Werth 
ist,  wenn/  die  Stromstärke  von  Do  bezeichnet : 

.Ds  Do  f  q         n         Q.n 

— j 2 —  {cos  rj  —  f  cos  i9-  cos  i9-  )  • 

Das  negative  Vorzeichen  ist  dieser  Wirkung  gegeben ,  weil  sie 
die  Entfernung  der  Elemente  zu  verkleinern  strebt.  Der  vor- 
stehende Ausdruck  lässt  sich ,  wie  Ampere  gezeigt  hat ,  durch 
partielle  Differential quotienten  von  r  nach  s  und  o  ausdrücken, 
und  verwandelt  sich  dadurch  in : 

.DsDof     d^r  j  dr  dr\ 

•^       r^      Ydsdo  "  "2  "^^Z  * 

[7]  Diese  Grösse  ist  nun,  um  die  Componente  der  Wirkung  von 
Do  Siuf  Ds  nach  bo  zu  erhalten,  mit  dem  Cosinus  des  Winkels 
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zu  multipliciren,  unter  welchem  i>o  gegen  r  geneigt  ist,  d.  i.*) 

mit  -j-  •    Die   Summe  dieser  Componenten  in   Beziehung  auf 
do 

alle  Da  giebt  die  in  (ll  mit  CDs  bezeichnete  Grösse.  Ich  setze 
zunächst  voraus,  dass  sowohl  der  inducirende  Strom  als  der  in- 
ducirte unverzweigt  ist.  Die  Fälle ,  in  welchen  dieselben  ver- 
zweigt sind,  werde  ich  am  Schlüsse  dieses  Paragraphen  berück- 
sichtigen. In  dem  vorausgesetzten  Falle  hat/  in  jedem  Do  den- 
selben Werth,  und  man  hat  also : 

,  vDaj     dh'  dr  dr\dr 

2!  CDs^=jDsL — :r\r- — -. \-T-^-(—r' 

^  ^  rM   ds  do       ^  ds  do)  do 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  C  in  (1)  und  nimmt  hierauf 
die  Summe  von  EZ>s  in  Beziehung  auf  alle  Ds ,  so  erhält  man 
die  zur  Zeit  t  während  des  Elements  ö  Mn  dem  ganzen  Leiter  s 
inducirte  elektromotorische  Kraft.  Diese  Summe  mit  dem  reci- 
proken  Leitungswiderstand  «'  des  Leiters  multiplicirt  giebt ,  da 
der  Leiter  unverzweigt  ist,  den  in  ihm  inducirtenDifferential- 
strom  D,  und  dieser,  in  Beziehung  auf  t  von  t,  bis  /,,  integrirt, 
giebt  den  in  dem  Zeitintervall  t^^ —  t^  indncirten  Integral- 
strom J.     Demnach  ist  also 

r  A.  r.QVDoDsj     d'^r         ,  dr  dr\  dr 

J         "^  r^      \  ds  do       ^  ds  do)  do 

oder 


(4)  •^=/^'^>-^7^ 


wenn**) 


_/S2 


^DsDoi     d'^r         ,  dr  dr\  dr 
r^      y   ds  do       '  ds  do)  do 


gesetzt  wird.  Ich  bemerke ,  dass  der  Ausdruck  von  /  in  (3) 
oder  (4)  nur  den  durch  die  Verrückung  der  Leiterelemente  indu- 
cirten  Strom  giebt ,  von  welchem  in  diesem  Paragraph  überall 
nur  die  Eede  ist.  Es  wird  nämlich,  wenn/ eine  Function  der 
Zeit  ist ,  ausser  diesem  noch  ein  Strom  durch  die  Veränderung 
von  y  inducirt,  von  welchem  später  in  §  4  die  Rede  sein  wird. 
Wenn  e'  unäj  unabhängig  von  der  Zeit  sind,  so  ist  J=  es' JE; 
es  ist  E  also  die  Summe  der  elektromotorischen  Kraft,  welche  in 


*)  Die  partiellen  Differentiationen  werden  in  dieser  Abhanilung 
immer  durch  die  Charakteristik  d  bezeichnet  werden. 

**)  Offenbar  ist  £  wesentlich  verschieden  von  dem  E  in  (1).    C.  N. 
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dem  Zeitraum  von  t,  bis  [8]  t,,,   wenn  der  inducirende  Strom 

innerhalb  desselben  constant  und  der  Einheit  gleicb  ist,  in  dem 

ganzen  Leiter  inducirt  wird.    Die  durch  den  constanten  Strom 

von  der  Intensität/ inducirte  elektromotorische  Kraft /£  werde 

ich  in  der  Folge  durch  F  bezeichnen.    Ich  bemerke  noch,  dass, 

da  in  dem  Zeitelement  ö^  durch  die  Verrückung  der  Leiter- 

.  dE 
demente  die  elektromotorische   Kraft/— j^—ö^  inducirt  wird. 

-^   dt 

j  mag  variabel  oder  constant  sein ,  die  in  dem  Zeitintervall  von 
tf  bis  t„  inducirte  elektromotorische  Kraft  allgemein  ausgedrückt 
t,, 

r        d  V 
ist  durch  \'ht  i  -^—-  •     Die  nähere  Ermittelung  der  Grösse  JE. 


">oif- 


t, 

welche  ich,  so  lange  kein  Missverständniss  zu  fürchten  ist, 
schlechtweg  die  inducirte  elektromotorische  Kraft  nennen  werde, 
aus  welcher,  wie  man  sieht,  durch  einfache  Differentiation  und 
Integration  sowohl  die  Summe  der  jedesmal  wirklich  inducirten 
elektromotorischen  Kraft  als  der  Differential-  und  Integralstrom 
abgeleitet  werden  können,  ist  die  vorzüglichste  Absicht  des 
Folgenden. 

Die  durch  3  in  (5)  bezeichnete  Integration  ist  auf  alle  Da 
der  geschlossenen  Bahn  des  inducirenden  Stroms  auszudehnen. 
Dasselbe  gilt  zwar  von  der  durch  S  bezeichneten  Integration  in 
Beziehung  auf  die  geschlossene  Bahn  des  inducirten  Stroms,  aber 
diese  zerfällt,  wegen  der  Discontinuität  der  bewegten  Stücke,  in 
mehrere  continuirliche  Leiterstücke,  deren  Grenzen  von  der  Zeit 
abhängen  können.  Die  durch  S  bezeichnete  Integration  ist 
demnach  ein  Aggregat  von  Integralen,  deren  jedes  sich  auf  ein 
continuirliches  Leiterstück  bezieht.  Um  diese  Bemerkung  deut- 
licher durchführen  zu  können,  werde  ich  der  allgemeinen  Be- 
trachtung die  eines  speciellen  Falles  vorangehen  lassen.  Ich 
werde  zuerst  den  Fall  betrachten ,  in  welchem  ein  Theil  der 
Bahn  des  inducirten  Stroms  ruht,  und  der  andere,  ein  continuir- 
liches Leiterstück  bildend  bewegt  wird.  Die  Grenzen  dieses  be- 
wegten Stücks  sollen  zunächst  unabhängig  von  der  Zeit  sein, 
d.  h.  sie  sollen  durch  dieselben  Elemente  während  der  ganzen 
Dauer  der  Bewegung  gebildet  werden.  Um  die  Vorstellung  zu 
fixiren,  stelle  Fig.  1  einen  solchen  Fall  vor ,  wo  ab  cd  die  Bahn 
des  inducirten  Stroms  zur  Zeit  t  bezeichnet.  Die  Induction  ist 
dadurch  hervorgebracht ,  dass  das  Leiterstück  bcd  aus  seiner 
anfänglichen  Lage  b^c^d^  in  die  Lage  b^^c^,d^,  fortgeführt  ist. 
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und  zwar  so ,  dass  dieselben  Elemente  h  und  d  mit  den  Unter- 
lagen b,  h,,  und  fZ,  r/,,  in  leitender  Verbindung  geblieben  sind, 
[9]  wobei  die  Form  des  be- 
wegten Stückes  eine  be- 
liebige Veränderung  erlitten 
haben  kann.  Die  durch  S 
bezeichnete  Integration  be- 
zieht sich  in  diesem  Falle 
allein  auf  das  bewegte  Stück 
hcd^  weil  für  die  übrigen 
Theile  der  Bahn  des  indu- 
cirten  Stromes  ü  =  0  ist. 
Ich  setze  in  (5)  statt  v 

seinen  Werth  ^-,  wodurch 
dt 


(6) 


E  =  -.ßV-^^^^^ 


d'^r 


Fig.  1. 
.  dr  dr 


ds  da 


ds  da 


dr 
do 


wird,  und  integrire  das  erste  Glied  rechts  partiell  nach  s.    Da- 
durch verwandelt  sich  dieser  Ausdruck  in 

J  ir  do  da} 

(7) 

ryohoDaDsi     d'^r         ^  dr  dr\  dr 
+  1/  ^"^        yi         Y'd^~ds~~''^~dro'd^)~d^' 

7-^-    die  Differenz  der  Werthe  bezeichnet,  welche 

r  do  da\ 


worin 


die  eingeschlossene  Grösse  in  den  Endpunkten  des  bewegten 
Leiterstückes,  welche  durch  s,^  und  s,  bezeichnet  sind,  d.  i. 
nach  der  Figur  in  d  und  h  besitzt. 

Durch  partielle  Integration  des  Gliedes 


/ES 


doDaDs   d'^r    dr 
r         do  ds  da 


in  der  vorstehenden  Gleichung  nach  o  verwandelt  sich  die- 
selbe in 
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J  L r  do  ao\ 

s. 

ryoho  Da  Ds  (     d'^r         ^   dr  dr\dr 
J  ^2         \  doda      ^  <^o  c?a/  c?«  ' 

0,, 

[1   c?7*  d  T~\ 
die  Differenz   der  Werthe  bezeichnet,  welche 
r  ds  da] 


die  eingeschlossene  Grösse  in  der  End-  und  Anfangsposition  des 
bewegten  Leiterstücks  [10]  besitzt,  d.  i.  in  der  Lage  5„  c„  c?„ 
und  hfCfd,.  Es  sind  o„  und  o,  die  Grenzen  des  Weges,  welchen 
Ds  beschrieben  hat. 

In  diesem  Ausdruck  für  E  integrire  ich  endlich  partiell  nach 
G  das  erste  Glied  unter  dem  dreifachen  Integralzeichen 

'iioDaDs    d'^r    dr 


./2S 


do  ds  ds 


Ich  lasse ,  behufs  späteren  Gebrauchs ,  die  Grenzen  dieser 
Integration  zunächst  unbestimmt,  und  bezeichne  sie  mit  ff,, und  a,. 
Die  Gleichung  (8)  verwandelt  sich  dadurch  in 

s,, 

_  rV  .    ^    \  ^   dr  drl 

J  \^r  do  c/ffj 

s, 

+  el%DaDs\^^^\ 
\_r  dads] 

J  \_r  do  ds\ 

fQVho  Ds  Da  (     d^r  dr  dr\  dr 

+  ej  öZ.-  ^2  — r  ^7^  -  i  ^  d^jlTo  ' 

worin  die  Bedeutung  der  Klammer  mit  den  Indices  ff„  und  a, 
schon  aus  dem  Vorhergehenden  klar  ist. 
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Addirt  man  diesen  Ausdruck  für  E  zu  demjenigen  in  5),  so 
verschwinden  die  Glieder,  welche  von  dreifachen  Integrationen 
abhängen,  und  man  erhält  den  Werth  von  E  durch  sechs  Doppel- 
integrale ausgedrückt: 

s, 

0,, 

(10)  +4.ESfla7).[l^^] 

0, 

[1 1]  In  dem  vorliegenden  Falle ,  wo  die  Integration  nach  a 
auf  die  ganze,  geschlossene  Bahn  des  inducirenden  Stroms  aus- 
dehnt werden  muss ,  wo  also  o,,  und  a,  zusammenfallen ,  ver- 
schwinden die  beiden  letzten  Integrale ,  und  man  hat  hier  also 


E=       M 


l^r  as  ao\ 


:ii] 


^  J  \_r  do  da] 


Dieser  Ausdruck  für  die  elektromotorische  Kraft  E,  welche 
durch  die  Fortführung  des  Leiterstückes  aus  der  Lage  b,  c,  d, 
in  die  Lsge  h,fC,fd,^  erregt  ist,  zeigt,  dass  dieselbe  von  den 
Wegen,  welche  seine  Theile  beschrieben  haben,  unabhängig  ist, 
und  also  unabhängig  von  den  Formen,  welche  seine  Curve  wäh- 
rend der  Bewegung  gehabt  hat.  Die  elektromotorische  Kraft  E 
hängt  allein  von  der  Lage  und  Form  des  bewegten  Leiterstüekes 
in  seiner  Anfangs-  und  Endposition  ab  und  von  den  zwei  Curven, 
auf  welchen  seine  Endpunkte  fortgeführt  sind.  Nennen  wir  p 
die  Peripherie  des  Curven  Vierecks  b,b,fCf,d,,d^Cf,  welches  von 
dem  bewegten  Leiterstück  in  seiner  Anfangs-  und  Endposition 
und  den  zwei  Curven,  welche  seine  Endpunkte  beschrieben 
haben,  gebildet  wird,  und  Dp  ein  Element  dieser  Peripherie,  so 
kann  man  statt  (11)  schreiben 
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,  ^.  ^       ,     OV  Da  Dp  dr  dr 

WO  die  Integrationen  nach  D  a  und  Dp  respective  auf  die  ganze 
Bahn  des  inducirenden  Stroms  o  und  die  ganze  Peripherie  p  des 
bezeichneten  Cui'venvierecks  ausgedehnt  werden  müssen.  Die 
Richtung,  in  welcher  man  bei  der  Integration  nach  Dp ,  als  der 
positiven  fortzuschreiten  hat,  ist  die  positive  des  bewegten  Leiter- 
stücks in  seiner  Endposition.  Integrirt  man  das  Integral  in  (12) 
partiell  nach  a,  nachdem  man  unter  dem  Integralzeichen  statt 

l  dr  1     dr^ 

-,—  gesetzt  hat,  -— -^  -^—  ,  so  erhält  man 

r  dp  2r^  dp 

ff, 

[12]  und  dieser  Ausdruck  reducirt  sich ,  weil  ff,  und  ff,,  in  der 
geschlossenen  inducirenden  Stromcurve  zusammenfallen,  auf 

E  =  leSl-4-^DoDp. 
*  r  da  dp 

Aus  r^  =  [x  —  ^)  ^  -f-  [y  —  rj)^  +  (^  —  0^  erhält  man 

^2^2  l^x  d^  _|_  dy  (^yj    _|_   dz   dK\ 


-^i:- 


da  dp  \  da  dp  } 

=  —  2  cos  [Da- Dp) 

wo  [Da-  Dp)  den  Winkel  bezeichnet ,  unter  welchem  die  Ele- 
mente Da  und  Dp  gegeneinander  geneigt  sind, 

d^r^ 
Substituirt  man  diesen  Werth  von  -z — -j-  in  E,  so  wird  sein 

dad^) 

Ausdruck : . 

(13)  E=—{-eSl—^cos  [Da    Dp). 

Hieraus  geht  hervor ,  dass  die  durch  die  Fortführung  des 
Leiterstttcks  inducirte  elektromotorische  Kraft  E  gleich  ist  dem 
mit  £  multiplicirten  Potential  der  inducirenden  Stromcurve  in 
Bezug  auf  das  Curvenviereck ,  welches  die  von  dem  Leiter  be- 
schriebene Fläche  begrenzt,  die  Stromcurve  sowohl  als  dies 
Viereck  von  der  Stromeinheit  durchströmt  gedacht,  und  zwar 
letzteres  in  der  positiven  Richtung  des  bewegten  Leiterstücks  in 
seiner  Endposition. 
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Bei  der  Ableitung  der  Gleichungen  (12)  und  (13)  aus  (11) 
ist  das  bewegte  Leiterstück  als  ein  unverzweigtes  vorausgesetzt, 
d.  h.  von  der  Bescbaffenheit,  dass  man  von  seinem  einen  Ende 
zu  seinem  andern  nur  auf  einem  Wege  gelangen  kann.  Ohne 
diese  Voraussetzung  kann  man  nicht  von  einem  Curvenviereck 
sprechen.  Unter  dieser  Voraussetzung  aber  ist  das  Potential  des 
inducirenden  Stroms  in  Bezug  auf  das  bezeichnete  Curvenviereck 
die  Differenz  der  Werthe,  welche  das  Potential  der  Stromcurve 
in  Bezug  auf  die  ganze  Bahncurve  des  inducirten  Stroms  in 
ihrer  End-  und  Anfangsposition  besitzt,  diese  Curven  von  der 
Stromeinheit  durchströmt  gedacht.  Nennen  wir  s,  die  Bahn  des 
inducirten  Stroms  in  ihrer  Anfangsposition ,  s,,  in  ihrer  End- 
position, und  g  die  Bahn  des  inducirenden  Stroms,  und  bezeich- 
nen wir  durch  P(c,', -s,)  und  P{g-  s,,)  die  Potentialwerthe  von  g 
in  Bezug  auf  s,  und  s,^ ,  so  ist 

(14)  i:=e{P[g-s,,]-P{g-B,)]. 

[13]  Die  Formel  (11)  ist,  wenn  die  Bedeutung  der  Grenzen 
s^,  s,^,  0,,  0,,  gehörig  berücksichtigt  wird,  der  allgemeine  Aus- 
druck für  die  elektromotorische  Kraft,  welche  durch  einen 
ruhenden  Strom  in  einem  bewegten  Leiterstück  inducirt  wird. 
Aus  ihr  ergaben  sich  die  Sätze,  welche  durch  die  Gleichungen 
(12),  (13)  und  (14)  ausgedrückt  sind,  unter  der  Annahme,  dass 
das  bewegte  Stück  in  denselben  Endelementen  während  seiner 
Bewegung  mit  dem  ruhen- 
den Theile  der  Bahn  des 
inducirten  Stroms  in  leiten- 
der Verbindung  bleibe.  Ich 
werde  jetzt  nachweisen,  dass 
diese  Sätze  auch  gelten, 
wenn  nach  und  nach  andere 
Elemente  des  bewegten 
Stücks  mit  dem  ruhenden 
Theile  des  Leiters  in  lei- 
tende Verbindung  treten. 

Es  sei  in  Fig.  2,  welche 
einen  solchen  Fall  andeuten 
soll ,-  a  b,  d,  der  inducirte 
Leiter  in  seiner  Anfangs- 
position ,  und  a  h,f  d^,  in  ^^^-  '^■ 
seiner  Endposition.  Die  Induction  ist  durch  die  Fortführung 
der  Elemente  des  Leiterstücks  bd  aus  der  Lage  b^d,  in  die 
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Lage  h,,dff  erregt;  bei  dieser  Fortführung  des  Stücks  hd. 
wobei  seine  Form  sich  auf  eine  beliebige  Weise  verändern  kann, 
sind  nach  und  nach  andere  Elemente  desselben  mit  den 
ruhenden  Unterlagen  i/h,,  und  d^d^^  in  leitende  Berührung  ge- 
bracht, so  dass  z.  B.  die  Elemente  in  /l?und(5,  welche  im 
Anfang  der  Bewegung  ausserhalb  der  Bahn  des  inducirten 
Stroms  sich  befanden,  erst  am  Schlüsse  derselben  eingetreten 
sind. 

Bei  der  Anwendung  des  allgemeinen  Ausdrucks  für  B  in  (5) 
oder  in  (6)  auf  diesen  Fall  ist  zu  bemerken,  dass  die  Inte- 
gration S,  welche  sich  auf  die  bewegten  Elemente  Ds  bezieht, 
zwischen  den  Grenzen  h  und  d  zu  nehmen  ist,  welche  jetzt 
Functionen  der  Zeit  t  sind,  oder  wenn  o  wiederum  den  Weg  be- 
zeichnet, auf  welchem  Vs  fortgeführt  wird,  Functionen  von  o. 
Man  kann  die  hieraus  sich  ergebende  Reihenfolge  der  Integra- 
tionen nach  Ds  und  öo  vermeiden.  Zu  dem  Ende  ist  für  alle 
Elemente  des  bewegten  Leitei  Stücks ,  welche  sich  von  Anfang 
bis  zum  Ende  ihrer  Bewegung  innerhalb  der  Schliessung  des 
inducirten  Stroms  befinden,  die  Integration  nach  ö^  in  (5)  von  t, 
bis  tf,  oder  die  Integration  nach  öo  in  (6)  von  o,  bis  o,,  auszu- 
dehnen, wenn  t^^  1,^  und  o,  und  o^,  die  Grenzen  respective  der 
Zeit  und  der  Bahn  ihrer  ganzen  Bewegung  sind,  für  die  Ele- 
mente Ds  aber,  welche  sich  nur  auf  einem  Theile  ihrer 
Bahn  innerhalb  der  Schliessung  des  inducirten  Stroms  be- 
finden, ist  die  Integration  nach  öo  auf  diesen  Theil  zu  be- 
schränken, und  die  Integration  nach  'bt  m  (5)  auf  die  Zeit, 
während  welcher  sie  diesen  Theil  ihrer  ganzen  Bahn  be- 
schrieben haben. 

[14]  Der  einfacheren  Darstellung  wegen  will  ich  annehmen, 
ein  solches  Element  Ds  trete,  nachdem  es  den  Weg  von  o,  bis  q 
durchlaufen  hat,  in  die  Schliessung  des  inducirten  Stroms  ein, 
und  bleibe  nun  bis  zum  Schlüsse  der  Bewegung  innerhalb  der- 
selben, beschreibe  also  innerhalb  der  Schliessung  den  Weg  von 
q  bis  o„.  Die  Betrachtung  eines  solchen  speciellen  Falles  ist 
hinreichend,  um  die  zusammengesetzteren  Fälle  zu  beurtheilen, 
wo  das  Element,  ehe  es  das  Ende  seiner  Bahn  erreicht,  aus  der 
Schliessung  wieder  heraustritt,  oder  wo  dieser  Eintritt  und  Aus- 
tritt sich  wiederholt. 

Mit  Berücksichtigung  der  vorstehenden  Bemerkung  ver- 
wandelt sich  der  Ausdruck  von  E  in  (11)  im  vorliegenden 
Falle  in 
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0,, 

1  dr  dr~ 


^  \^r  äs  do\ 

c 

^    f  \_r  do  do\ 


Das  erste  Glied  dieses  Ausdrucks  für  E  bezieht  sich  auf  alle 
Elemente  Z>s,  welche  sich  während  der  ganzen  Dauer  ihrer  Be- 
wegung innerhalb  der  Schliessung  des  inducirten  Stroms  be- 
finden, das  zweite  umfasst  diejenigen  Elemente  Z>5,  welche  erst, 
nachdem  sie  den  Weg  von  o,  bis  q  durchlaufen  haben ,  in  diese 
Schliessung  eintreten,  und  nun  darin  bleiben.  In  dem  dritten 
Gliede  bezeichnen  s,  und  s,,  die  Stellen  der  Grenzelemente  des 
bewegten  Leiterstücks ,  welche ,  nachdem  sie  den  Weg  von  o, 
bis  q  durchlaufen  haben,  in  die  Schliessung  des  inducirten  Stroms 
eingetreten  sind. 

0/, 

Nach  der  Bedeutung  der  Klammern  []  ist  das  zweite  Glied 
in  (15)  gleichbedeutend  mit 

0,,  q 

wo  die  den  Parenthesen  als  Indices  zugefügten  Grössen  o„  und 
q  die  Stellen  [15]  der  Bahn  vonDs  bezeichnen,  an  welchen  sich 
dieses  Element  bei  den  nach  Ds  auszuführenden  Integrationen 
befinden  soll.  Der  erste  Theil  dieses  Ausdrucks  kann  mit  dem 
ersten  Gliede  rechts  in  (15)  zusammengefasst  werden,  so  dass 
dann  in  diesem  die  Integration  nach  Ds  ebenso  auf  alle  Ele- 
mente des  bewegten  Leiterstücks ,  welche  sich  am  Schlüsse  der 
Bewegung  in  der  Schliessung  befinden,  auszudehnen  ist,  wie 
auf  diejenigen,  bei  welchen  dies  im  Anfang  der  Bewegung  der 
Fall  ist. 

Der  zweite  Theil  des  vorstehenden  Ausdrucks  (16)  bezieht 
sich  auf  die  Endelemente  von  s,  welche,  nachdem  sie  den  Weg 
0,  bis  q  durchlaufen  haben,  in  die  Schliessung  eintreten;  auf 
dieselben  Elemente  beziehen  sich  die  Integrationen  S  in  dem 
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dritten  Gliede  in  (15).  Zieht  man  das  zweite  Glied  aus  (16)  mit 
dem  dritten  Gliedein  (15)  zusammen,  so  erhält  man  sowohl  ftir  die 
Elemente  Ds  in  «,,  als  für  die  in  s^  einen  Ausdruck  von  der  Form 

V  T^     (C  ^s  dr  dr   ,    fho  dr  dr] 
—  |-  £  2i  Z>ff  <0  —  -^ -:t-  +/  —  j-  :j-  h 
^  l      r    ds  da     J    r   do  do] 

worin  man  statt  S  das  Zeichen /"  setzen  kann.  Dadurch  ver- 
wandelt sich  die  Summe  des  dritten  Gliedes  in  (15)  und  des 
zweiten  in  (16)  in 


i^^^''/[7(^^^+t-)f:] 


i 


Die  Entfernung  r  des  Stromelements  Do  von  den  Elementen 
Ds,  aufweiche  in  diesem  Ausdruck  sich  die  Integration  y  be- 
zieht, ist  eine  Function  von  s  und  o,  sie  kann  aber  auch  als 
eine  Function  des  Curvenbogens  angesehen  werden,  welchen  die 
Enden  des  bewegten  Leiterstücks  beschreiben.  In  Fig.  2  (Seite  15) 
sind  dies  die  Bogen  h,hhff  und  d^dd^,.  Bezeichnen  wir  diese 
Curven,  welche  ich  die  Leitcurven  nenne,  durch  /,  und  ihre 
Elemente  durch  öZ,  so  ist 

dr  dr  ,    dr 

dl  ds  do 


Dies  in  den  vorstehenden  Ausdruck  gesetzt  verwandelt  ihn  in 


und  man  erhält  durch  diese  Betrachtung  aus  (15)  für  £  den 
Ausdruck:     [16] 


^  ]_r  ds  doj 

0, 


Derselbe  wird  identisch  mit  demjenigen  in  (11),  wenn  von  den 
Elementen  des  bewegten  Leiterstücks  keines  während  der  Be- 
wegung aus  der  Schliessung  des  inducirten  Stroms  heraustritt, 
und  keines  hinein,  denn  alsdann  fallen  die  Leitcurven  l  mit 


Inducirte  elektrische  ströme.  Abh.  II.  §1.  19 

den  Bahnen  o  der  Endelemente  Ds  des  bewegten  Stücks  zu- 
sammen. 

Bezeichnet  man  mit  p  wiederum  die  Peripherie  des  Curven- 
vierecks,  welches  von  dem  bewegten  Leiterstück  in  seiner  End- 
und  Anfangsposition  und  den  zweiCurven,  welche  seine  variabeln 
Endelemente  beschrieben  haben,  d.  i.  von  seinen  Leitcurven, 
begrenzt  wird,  und  durch  Dp  ein  Element  dieser  Peripherie. 
so  ergiebt  sich,  wie  oben  der  Ausdruck  (12)  aus  (11),  hier  aus 
17)  der  Ausdruck 

,     ,  ^       .VC  Do  Dp  dr  dr 

^     '  ^  r        dodp 

die  Integrationen  -  und  S  ausgedehnt  auf  den  ganzen  indu- 
cirenden  Strom  und  das  ganze  Curvenviereck.  Die  positive  Rich- 
tung von  Dp  wird  durch  die  positive  Richtung  des  bewegten 
Stücks  in  seiner  Endposition  bestimmt. 

Aus  (18)  ergiebt  sich  auf  demselben  Wege,   auf  welchem 
(13)  aus  (12)  abgeleitet  wurde, 

(19)  £=__!,  SS -^^  cos  ;/>a.i)/>) 

die  Integrationen  gleichfalls  auf  die  ganze  Stromcurve  und  das 
ganze  Viereck  ausgedehnt.  Das  Glied  dieser  Gleichung  rechts 
ist  das  mit  £  multiplicirte  Potential  der  Stromcurve  in  Bezug  auf 
das  Curvenviereck,  welches  von  dem  bewegten  Leiterstück  in 
seinen  Grenzpositionen  und  seinen  Leitcurven  gebildet  wird. 
Dies  Potential  ist,  da  das  bewegte  Stück  als  unverzweigt  voraus- 
gesetzt wird,  der  Unterschied  der  Potentialwerthe  des  indu- 
cirenden  Stroms  in  Bezug  auf  die  ganze  Bahn  des  inducirten 
Stroms  in  ihrer  End-  und  Anfangsposition.  Bezeichnen  wir 
diese  wiederum  durch  s„  und  s,.  so  erhalten  wir,  wie  in  (14), 
auch  hier    [17] 

(20)  E=E{P[g-^„)-P{s-^;i], 

wo  P(5-s,)  und  P(g-sJ  die  Potentiale  von  g  in  Bezug  aufs, 
und  s,,  sind.  Den  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Gleichung  auch 
in  den  Fällen,  wo  ein  wiederholter  Ein-  und  Austritt  eines 
Theiles  der  bewegten  Elemente  aus  der  Bahn  des  inducirten 
Stroms  stattfindet,  hier  noch  besonders  zu  führen  scheint,  da 
dieselben  Betrachtungen  nur  ein  wenig  zu  verallgemeinern  sind, 
tiberflüssig. 

Nach  Behandlung  dieses  speciellen  Falles,  wo  die  Elemente 
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eines  zusammenhängenden  Leiterstücks  unter  dem  Einfluss  eines 
inducirenden  Stroms  bewegt  werden,  während  der  übrige  Theil 
der  Bahn  des  inducirten  Stroms  ruht,  wende  ich  mich  zur  all- 
gemeinen Betrachtung  des  Werthes  von  E  in  (6).  Aus  (6)  ist 
durch  partielle  Integration  der  Ausdruck  für  £  in  (1 1)  abgeleitet; 
bei  gehöriger  Berücksichtigung  der  Grenzen,  aufweiche  diese 
partiellen  Integrationen  zu  beschränken  sind,  ist  dieser  Aus- 
druck für  jE"  in  (11)  ebenso  allgemein  als  der  in  (6).  Diese 
Grenzen  werden  auf  eine  doppelte  Weise  bestimmt,  einmal  durch 
die  Stellen,  wo  die  in  (11)  unter  den  Integralzeichen  stehenden 
Grössen  in  Beziehung  auf  das  Argument,  nach  welchem  integrirt 
ist,  sprungweise  eine  endliche  Veränderung  erleiden,  und  dann 
durch  die  Stellen ,  in  welchen  ein  Element  des  Leiters  in  die 
Schliessung  des  inducirten  Stroms  eintritt  und  austritt. 

Betrachten  wir  zuerst  das  zweite  Glied  des  Ausdrucks  für  E 
in  (11).  Dasselbe  ergab  sich  aus  dem,  wegen  einer  hinzuzu- 
fügenden Willkürlichen  unbestimmten,  durch  partielle  Integration 

nach  Ds  entstandenen  Integral  Li ^ — ^,  indem  dies 

J        r        ao  do 

auf  das  Intervall  zwischen  s^  und  s^^  ausgedehnt  wurde.    Die 

nach  Ds  auszuführende  Integration  in  (6)  ist  auf  die  ganze  Bahn 

des  inducirten  Stroms  auszudehnen ,  das  Intervall  von  s,  bis  s^^ 

muss  aber  auf  die  Theile  derselben  beschränkt  werden ,  inner- 

halb  deren  die  Grösse ^ — ^    Do  ho  keine  sprungweise  Ver- 

r  da  ao 

änderung  erleidet.     Hieraus  geht  hervor ,    dass  das  Integral 

Li j — r-  auf  die  ganze  Bahn  des  inducirten  Stroms 

J       r       do  do 

1      d  Y    UjT 

auszudehnen  ist,  wenn ~, — —  Dabo  an  keiner,  oder  nur  an 

r  do  do 

einer  Stelle  derselben  einen  Sprung  erfährt,  in  welcher  Stelle 
dann  Anfang  und  Ende  des  Integrals  liegen  muss ,  dass  aber, 
wenn  die  partielle  Integration  von  (6)  ein  auf  alle  Fälle  anwend- 
bares Resultat  geben  soll,  statt  dieses  Integrals  [18]  ein  Aggregat 
solcher  Integrale  in  dem  Ausdruck  von  E  in  (11)  statt  seines 
zweiten  Gliedes  zu  setzen  ist,  von  denen  jedes  sich  auf  ein  Inter- 
vall von  s  bezieht,  welches  von  zwei  aufeinander  folgenden 

1  dT  dT 

Stellen,  in  welchen -, — j-  Doho  eine  plötzliche  Veränderung 

r  do  do 

erleidet,  begrenzt  ist.    Nun  ist  ersichtlich ,  dass— -5— i^ff  an 
'       *'  r  do 
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keiner  Stelle  von  s  einen  Sprung  in  seinem  Werthe   erfahren 

kann,  da  s  die  geschlossene  Peripherie  eines  Vielecks  ist,  dass 

dv  dv 

dies  aber  bei  -7-  öo ,  wofür  man  ^-«?ö^  setzen  kann,  der  Fall 
do  do 

ist.  Diese  Grösse  erfährt  einen  solchen  Sprung  an  den  Stellen 
von  s,  in  welchen  zwei  aufeinanderfolgende  Elemente  Ds  einen 
endlichen  Unterschied  in  der  Richtung  oder  Grösse  ihrer  Ge- 
schwindigkeiten besitzen.  Diese  Stellen,  in  welchen  die  Elemente 
eines  Drahtstücks  über  den  Elementen  eines  andern  Drahtstücks, 
der  leitenden  Verbindung  wegen  unter  einem  gewissen  Druck 
fortgleiten,  oder  in  welchen  die  Drahtenden  in  einer  Quecksilber- 
rinne fortgeführt  werden,  nenne  ich,  der  Kürze  wegen,  die 
Gleitstellen  des  Leiters,  und  die  Abschnitte  desselben  zwischen 
zwei  aufeinanderfolgenden  Gleitstellen  Leiterstücke. 

In  dem  ersten  Gliede  des  Ausdrucks  von  E  in  (11),  welches 
durch  partielle  Integration  nach  öo  aus  (6)  abgeleitet  wurde,  ist 
die  Ausdehnung  dieser  Integi-ation  nicht  durch  Sprünge  der 

1   dv  dv  

Grösse ^ — z-DsDg,   da  solche  für  keinen  Werth  von  o 

r  do  ds 

stattfinden,  beschränkt,  sondern  durch  die  Stellen  des  von  Ds 

beschriebenen  ganzen  Weges ,  in  welchen  dies  Element  in  die 

Bahn  des  inducirten  Stroms  eintritt  und  austritt.    Dieser  Eintritt 

und  Austritt  aus   der  inducirten  Strombahn  kann   nur  in  den 

Gleitstellen  stattfinden.  Man  muss  also,  die  Elemente  Ds,  welche 

sich  während  ihrer  ganzen  Bewegung  innerhalb  der  Schliessung 

des  inducirten  Stroms  befinden,  unterscheiden  von  den  Elementen 

der  Gleitstellen,  bei  welchen  im  Allgemeinen  dies  nur  während 

eines  Theils  ihres   beschriebenen  Weges  der   Fall   sein  wird. 

Für  die  ersteren  bleibt,  wenn,  wie  oben,  durch  0,  und  0,,  der 

Anfang  und  das  Ende  des  von  Ds  beschriebenen  Weges  be- 

0,, 

zeichnet  wird,  das  Glied  ^eOL  Ds  Do\ 5 — r-   unverändert, 

^  \_r  ds  dö\ 

0, 
in  Bezug  auf  die  Elemente  Ds  der  Gleitstellen  aber  hat  man  statt 
dessen,  wenn  q,,  q^^,  q^^^,  q^^^^  etc.  die  aufeinander  folgenden 
Stellen  des  von  diesen  Elementen  beschriebenen  Weges  be- 
zeichnen ,  [19]  in  welchen  sie  in  die  inducirte  Strombahn  ein- 
und  austreten,  zu  setzen  : 

\_r  ds  do\       ^  \^r  ds  da} 
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Aus  diesen  Bemerkungen  ergiebt  sich  nun,  dass  man  auf  dem 
Wege  der  partiellen  Integration ,  auf  welchem  (11)  aus  (6)  ab- 
geleitet worden  ist ,  zu  einem  allgemein  gültigen  Ausdruck  von 
^gelangt,  wenn  man  diese  partiellen  Integrationen  in  Beziehung 
auf  die  einzelnen  Leiterstücke  und  in  Beziehung  auf  die  Theile 
der  von  ihren  Elementen  beschriebenen  Wege,  in  welchen  diese 
Elemente  innerhalb  der  Schliessung  des  inducirten  Stroms  sich 
befanden,  ausführt,  und  dann  die  Summe  dieser  Integrale  in  Be- 
ziehung auf  alle  Leiterstücke,  welche  die  inducirte  Strombahn 
enthält ,  bildet.  Es  sei  E,^  der  Theil  von  E,  welcher  sich  auf 
das  n^^  Leiterstück  bezieht,  so  ist 


■^n  —  2"  ^ 


l^r  ds  da] 


21)  +^slSDoI)s\^^^]  +  etc. 

ir  ds  do} 

s,, 

1  c?r  drl 


-i'¥--[7i-:l^] 


und 

•22)  E=JE,-{-E^-[ E., 

wenn  z  die  Anzahl  der  Leiterstücke  der  Bahn  des  inducirten 
Stroms  ist.  Diese  Gleichungen  enthalten  den  allgemeinsten  Aus- 
druck für  die  elektromotorische  Kraft,  welche  von  einem  ruhen- 
den Strom ,  dessen  Stärke  der  Einheit  gleich  ist ,  in  einem  un- 
verzweigten linearen  Leiter ,  dessen  Elemente  beliebig  verrückt 
werden,  inducirt  wird. 

In  Beziehung  auf  die  Gleitstellen  müssen  die  Fälle ,  in  wel- 
chen die  Unterlagen,  auf  welchen  die  Gleitung  stattfindet,  ruhen, 
unterschieden  werden  von  den  Fällen,  wo  diese  Unterlagen  selbst 
bewegt  werden.  Von  den  Leiterstücken,  deren  Enden  auf 
ruhenden  Unterlagen  fortgleiten,  befindet  sich  jedes  unter  solchen 
Umständen ,  die  wir  oben  als  specielle  Fälle  behandelt  haben. 
Besteht  also  die  inducirte  Strombahn  aus  einer  beliebigen  An- 
zahl [20]  von  Leiterstücken,  jedes  derselben  mit  ruhenden  Unter- 
lagen, so  folgt  aus  den  vorstehenden  Untersuchungen,  dass  die 
durch  eine  beliebige  Veränderung  der  Lage  und  Form  dieser 
Bahn  inducirte  elektromotorische  Kraft,  wenn  diese  Verände- 
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rung  unter  dem  Einfluss  eines  constanten ,  inducirenden  Stroms 
stattgefunden  hat,  gleich  ist  dem  mit  s  multiplicirten  Unter- 
schied des  Potentials  des  inducirenden  Stroms  in  Bezug  auf  die 
von  der  Einheit  durchströmte  inducirte  Strombahn  in  ihrer  End- 
und  Anfangsposition. 

Die  Beurtheilung  der  Fälle,  wo  die  Unterlagen  in  den  Gleit- 
stellen eine  Bewegung  haben,  erfordert  eine  etwas  weitläufige 
Darstellung,  wenn  sie  aus  (21)  und  (22)  abgeleitet  werden  soll. 
Ich  werde  deshalb  diese  Fälle  durch  eine  indirecte  Betrachtung 
auf  die  ersteren,  in  welchen  die  Unterlagen  ruhen,  zurückführen. 
Es  wird  genügen,  diese 
Betrachtung  in  dem  spe- 
ciellen  Falle,  wo  nur  eine 
Gleitstelle  mit  bewegter 
Unterlage  vorhanden  ist, 
durchzuführen,  da  sich 
dieselbe  leicht  auf  die 
Fälle,  wo  eine  beliebige 
Anzahl  solcher  vorhan- 
den ist,  ausdehnen  lässt. 
Es  sei  in  Fig.  3  die  in- 
ducirte Strombahn  abcd; 
sie  zerfällt  indreiLeiter- 
stücke  ab,  hc,  cda,  von 
denen  das  letzte  ein 
ruhendes  ist;  durch  die 
gleichzeitige  Fortfüh- 
rung der  beiden  anderen  ah  und  hc,  welche  ich  der  Kürze 
wegen  mit  a  und  ß  bezeichnen  will,  aus  ihren  anfänglichen 
Lagen  a,  und  ß^  in  ihre  Endlagen  a^^  und  ß^^  wird  die  Induction 
erregt.  Die  Gleitstellen  dieser  Bahn  sind  a,  h,  c\  und  zwar  ist 
h  eine  Gleitstelle  mit  bewegter  Unterlage.  Nach  (5)  erhält  man  die 
inducirte  elektromotorische  Kraft,  wenn  man  das  Integral 

,     ,  QyDsDfff      (P'V  d?' dr\dr 

r"^     \  ds  da       ^  ds  da)  do 


mit  ebt  multiplicirt,  und  nach  ö t  integrirt.  Ich  werde  den  Werth, 
welchen  das  vorstehende  Doppelintegral  zur  Zeit  t^  in  Bezug 
auf  a  besitzt,  durch  A^,  und  in  Bezug  auf  ß  durch  B^  bezeichnen ; 
in  Bezug  auf  das  dritte  Leiterstück  ist,  weil  hier  v^=  0  ist,  sein 
Werth  gleich  Null.  Die  Veränderungen,  welche  A,  und  B,  er- 
leiden, wenn  t^  um  den  Zeitraum  t  wächst,  rühren  von  zwei  von 


24  Franz  Neumann. 

einander  unabhängigen  Ursachen  her,  einmal  von  den  Orts- 
veränderungen ,  welche  die  Elemente  von  a  erfahren,  und  dann 
von  den  Ortsveränderungen  der  Elemente  von  ß.  Bezeichnet 
man  durch  A  und  B  die  Werthe  des  vorstehenden  Doppel- 
integrals zur  Zeit  f^-\-  t  in  Bezug  auf  a  und  /?,  so  ist,  wenn  t 
sehr  klein  ist,   [21] 

A-=  A,-\-  Afx  t  +  Aß  t 

B  =  B,  +  Bj-\-Bßt, 

wo  A^t  den  Theil  des  Zuwachses  von  A^,  welcher  von  der 
Ortsveränderung  der  Elemente  von  a  herrührt,  bezeichnet,  und 
Aßt  den  andern  Theil,  den  die  Verrückungen  der  Elemente  von 
ß  hervorbringen.    Die  entsprechende  Bedeutung  besitzen   B^^ 

t  X 

und  Bß.  Bildet  man  hieraus  «/  bf  A-{-  e  1  btB,  so  erhält  man 

0  0 

die  elektromotorische  Kraft  E,  welche  durch  die  gleichzeitige 
Verrückung  von  a  und  ß^  welche  während  des  kleinen  Zeit- 
raums r  stattgefunden  hat,  inducirt  worden  ist,  d.  i. 

(24)     E  =  er{A,  +  B,  +  \{A^  +  Aß  +  B^  +  Bß)T). 

Es  ist  nun  leicht  nachzuweisen  ,  dass  eine  gleiche  elektromoto- 
rische Kraft  inducirt  wird,  wenn  dieselben  kleinen  Verschie- 
bungen von  a  und  ß  nicht  gleichzeitig,  sondern  nach  einander 
stattfinden.  Es  möge  a  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  ver- 
schoben werden  ,  während  ß  ruht.  Das  Doppelintegral  in  (24) 
hat  nur  in  Bezug  auf  a  einen  Werth,  und  dieser  ist  zur  Zeit 
t,-\-  t  :  A,-\-  Af^  t ;  die  durch  die  Verschiebung  von  a ,  wenn 
sie  dieselbe  Weite  wie  vorher  erreicht  hat,  inducirte  elektro- 
motorische Kraft  ist  also 

€t{A,+{A^t}. 

Jetzt  werde  ß  verschoben.  Das  Integral  in  (23)  hat  nun  nur  in 
Bezug  auf  ß  einen  Werth ,  und  dieser  ist  zur  Zeit  t,-{-T,  wo 
seine   Verschiebung    beginnt :     B^  -\-  B^^  t  ,    und    zur  Zeit 

t,-[-T  -{-t  :  Bf-\-  Bf^T  -\-  Bßt.    Hieraus  erhält  man  ej  Bb  t 

0 

als  die  durch  die  Verschiebung  von  ß  inducirte  elektromotorische 
Kraft ,  wenn  diese  Verschiebung  so  gross  als  sie  vorher  in  der 
gleichzeitigen  Verschiebung  mit  «  war : 
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er{B,  +  -\[2B^-\-Bß)r]. 

Die  Summe  der  durcli  die  beiden  aufeinander  folgenden  Ver- 
schiebungen von  a.  und  ß  inducirten  elektromotorischen  Kräfte 
ist  also 

eT{A,  ^B^  +  ^[A^  +  2B„  +  Bß)T}. 

Wäre  die  Reihenfolge  der  Verschiebungen  umgekehrt  gewesen, 
und  zuerst  [22]  ß  und  dann  a  um  dieselben  Stücke  verschoben 
worden,  so  hätte  als  Summe  der  inducirten  elektromotorischen 
Kräfte  sich  ergeben 

er{A,-{-B,  +  ±,{A„  +  2Aß  +  Bß)r}. 

Nun  ist  es  aber  gleichgültig,  welche  von  den  beiden  Verschie- 
bungen zuerst  stattfindet,  es  wird  dieselbe  elektromotorische 
Kraft  erregt,  weil  diese  in  dem  einen  und  dem  anderen  Falle 
gleich  ist  der  mit  e  multiplicirten  Veränderung,  welche  das 
Potential  des  inducirenden  Stroms  in  Bezug  auf  die  inducirte 
von  der  Stromeinheit  durchströmte  Strombahn  durch  beide  Ver- 
schiebungen erfährt.    Hieraus  folgt: 

Aß==B^. 

Dies  in  (24)  gesetzt,  zeigt,  dass  dieselbe  elektromotorische  Kraft 
inducirt  wird,  die  kleinen  Verschiebungen  der  beiden  Leiter- 
stücke mögen  gleichzeitig  oder  aufeinander  folgend  stattfinden, 
und  dass  also  dieselbe  der  Veränderung  proportional  ist,  welche 
das  Potential  der  inducirenden  Strombahn  in  Bezug  auf  die  in- 
ducirte dadurch  erfährt.  Da  dies  Eesultat  für  alle  kleinen  Ver- 
schiebungen gilt,  zu  welcher  Zeit  sie  stattfinden ,  so  gilt  es  auch 
für  beliebig  grosse  Verschiebungen.  Dass  dies  Resultat  auch 
richtig  ist ,  wenn  die  inducirte  Strombahn  eine  beliebige  Anzahl 
Gleitstellen  mit  bewegten  Unterlagen  besitzt,  ergiebt  sich  auf 
demselben  Wege  der  Betrachtung,  weshalb  ich  die  weitere  Aus- 
führung unterlasse. 

Aus  der  bisher  geführten  Untersuchung  ergiebt  sich,  dass  die 
Gleichung  für  E  in  (20)  allgemeine  Gültigkeit  hat ,  wie  gross 
auch  die  Anzahl  der  Gleitstellen  in  der  inducirten  Strombahn 
ist,  die  Unterlagen  derselben  mögen  ruhen  oder  bewegt  werden, 
sie  setzt  nur  noch  voraus ,  dass  sowohl  die  inducirende  als  die 
inducirte  Strombahn  ohne  Verzweigung  sei.  Aus  dieser  Glei- 
chung folgt,  wennj  die  Intensität  des  inducirenden  Stroms  ist, 
und  F  =  JE  die  durch  ihn  inducirte  elektromotorische  Kraft, 
wenn  ferner  sein  Potential  in  Bezug  auf  die  von  der  Stromeinheit 
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durchströmte  inducirte  Bahn  durch  Q(g-S;  =yp(g.s)  be- 
zeichnet wird,  dass 

(25)  i^=£{Q(g.s,,)  _Q(g.s,)}. 

Diese  Gleichung  enthält  folgenden  Satz : 

Wenn  ein  geschlossener  unverzweigter  linearer 
Leiter  unter  demEinfluss  eines  ruhenden,  constanten 
unverzweigten  [23]  elektrischen  Stroms  die  Verände- 
rung erlitten  hat,  dass  einTheil  seiner  Elemente  oder 
sämmtliche  aus  ihrer  ursprünglichen  Lage  in  eine 
zweite  auf  beliebigen  Wegen  fortgeführt  sind,  wobei 
es  gleichgültig  ist,  ob  ein  Theil  dieser  Elemente  aus 
dem  geschlossenen  Umgang  des  Leiters  heraus- 
getreten ist,  oder  andere  eingetreten  sind,  so  ist  die 
durch  diese  Veränderung  inducirte  elektromotorische 
Kraft  gleich  dem  mit  s  multiplicirten  Unterschied 
der  Potentialwerthe  des  inducirenden  Stroms  in  Be- 
zug auf  den  geschlossenen  Umgang  des  Leiters  in 
seinem  End-  und  Anfangszustand,  diesen  Umgang 
von  der  Stromeinheit  durchströmt  gedacht. 

Die  bisher  gemachte  Voraussetzung,  dass  der  Leiter  dem  in- 
ducirten  Strome  nur  einen  Weg  seines  Umganges  biete ,  ist 
gleichgültig  in  Beziehung  auf  die  Theile  der  Strombahn,  welche 
keine  Veränderung  in  Lage  und  Form  erfahren ;  diese  können 
auf  eine  beliebige  Weise  verzweigt  sein,  ohne  dass  der  Ausdruck 
des  vorstehenden  Theorems  dadurch  eine  Aenderung  erfährt. 
Anders  verhält  es  sich,  wenn  die  Theile  der  inducirten  Strom- 
bahn verzweigt  sind,  durch  deren  Verrückungen  die  elektro- 
motorische Kraft  erregt  wird.  Zunächst  ist  zu  bemerken,  dass 
es  in  diesem  Falle  nicht  hinreichend  ist,  um  die  Stärke  der  in- 
ducirten Ströme  zu  bestimmen,  die  Summe  der  elektromotorischen 
Kräfte ,  welche  in  dem  ganzen  inducirten  Leiter  in  einem  be- 
stimmten Zeitmoment  erregt  sind ,  zu  kennen ,  sondern  dass  man 
diese  Summe  für  jeden  der  geschlossenen  Umgänge,  welche  die 
Zweige  der  Strombahn  bilden ,  kennen  muss.  Nun  erhält  man 
aber  die  in  jedem  einzelnen  Umgang  inducirte  elektromotorische 
Kraft ,  wenn  man  die  Integrationen  in  (6)  dieses  Paragraphen 
auf  ihn  beschränkt,  oder,  was  dasselbe  ist ,  die  Gleichungen  in 
(21)  und  (22)  auf  diesen  Umgang,  als  wäre  er  nur  allein  vor- 
handen, anwendet.  Hieraus  geht  hervor,  dass  das  vor- 
stehende Theorem,  dessen  Ausdruck  eine  unver- 
zweigte inducirte  Strombahn  voraussetzt,  wenn  diese 
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verzweigt  ist.  für  jeden  ihrer  geschlossenen  Um- 
gänge gilt. 

Gehen  wir  jetzt  zu  dem  Falle  über,  wo  der  inducirende 
constante  Strom  auf  eine  beliebige  Weise  verzweigt  ist.  Ein 
solcher  verzweigter  Strom  kann  als  ein  Aggregat  von  über 
einander  gelagerten  einfachen  Stromumgängen  angesehen  werden. 
Ich  bezeichne  diese  einfachen  Stromumgänge  [24]  durch  a,  ß,  etc., 
ihre  Stromstärken  durch y^,y/j.  etc.  Diese  Stromstärken  werden 
mittelst  der  OÄw'schen  Gesetze  aus  den  Leitungswiderständen 
des  Stromsystems  und  der  elektromotorischen  Kraft  der  Erreger 
bestimmt.  Nennt  man  die  Grösse,  welche  oben  in  (1  und  (2) 
mit  C  bezeichnet  wurde ,  in  Bezug  auf  die  einfachen  Umgänge 
a,  ß,  etc.,  d.  h.  wenn  die  Integration  —  in  (2)  auf  diese  bezogen 
wird  :  C^^,  Cß,  etc.  und  behält  für  C  die  ursprüngliche  Bedeu- 
tung, die  nämlich,  welche  dieser  Buchstabe  in  (1)  hat,  bei, 
so  ist 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  (1)  und  verfährt  auf  dieselbe 
Weise,  wie  man  (4)  erhalten  hat,  so  wird 

(26)  J^f,(,\^/-E„+j/-E^+..)^, 

wo  Ef^,  Eß^  etc.  durch  dasselbe  Integral  wie  E  in  5)  ausgedrückt 
sind ,  in  welchem  aber  jetzt  sich  die  Integration  —  respective 
auf  die  Umgänge  a,  ß.  etc.  bezieht.  Es  sind  also  einerseits 
i(^Efj^,JßEß ,  etc.  die  durch  die  einzelnen  Umgänge  inducirten 
elektromotorischenKräfte,  wofür  wir  setzen  respective  F^^,  Fßetc, 
andererseits  ist  ihre  Summe,  wie  aus  (26)  erhellt,  die  von  dem 
ganzen  Strome  inducirte  elektromotorische  Kraft ,  welche  mit 
jF  bezeichnet  wird,  so  dass 

F=F^  +  Fß+.-- 

Setzt  man  hierin  für  F„,  Fß  etc.  ihre  Werthe,  so  erhält  man 

^27^  i^=V«(P(«-s„)-P(a.s,)} 

^   '  -h6y^(P{/^-s„: -P(/^s,))  +  etc., 

worin  P  [a.  s)  das  Potential  der  Stromeinheit  in  dem  Umgange 
a  in  Bezug  auf  die  Stromeinheit  in  dem  Umgange  s  bezeichnet. 
Die  mit  dem  gemeinschaftlichen  Factor  e  multiplicirte  Grösse  ist 
die  Differenz  des  Potentials  des  ganzen  inducirenden ,  beliebig 
verzweigten  Stroms  in  Bezug  auf  die  Stromeinheit  in  dem  indu- 
cirten Leiterumgang  s  in  der  End-  und  Anfangsposition  seiner 


(29) 
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Elemente.  Nennen  wir  den  ganzen  inducirenden  Strom  wie 
oben  g ,  und  bezeichnen  das  Potential  von  g  in  Bezug  auf  die 
Stromeinheit  in  s  durch  Q{g  ■&) ,  so  kann  die  Gleichung  (27)  so 
geschrieben  werden : 

(28)  i^=€(Q(g-s„)  — Q(g.s,)}. 

[25]  Diese  Gleichung  zeigt,  dass  das  oben  aus  (25)  ab- 
geleitete Theorem  eben  so  gut  gilt ,  der  inducirende 
Strom  mag  einfach  sein,  oderauf  eine  beliebige  Weise 
verzweigt. 

Mit  Rücksicht  auf  die  vorstehende  Gleichung  verwandelt 
sich  (26)  in 

r        d 

j=  sji>t  s^j-^  Q{g-s), 

wenn  man  bei  der  Bildung  des  Diflferentialquotienten  -^  Q  (e  •  s) 

allein  s  als  Function  der  Zeit  betrachtet,  -anä  j^,jg,  etc.  als 
constant. 

§2. 

Es  sollen  in  diesem  Paragraphen  die  Ausdrücke  für  die 
elektromotorische  Kraft  entwickelt  werden,  welche  in  einem 
ruhenden  linearen  Leiter,  der  dem  inducirten  Strom  einen  ge- 
schlossenen Umgang  darbietet ,  dadurch  erregt  wird ,  dass  die 
Elemente  eines  inducirenden  Stroms  aus  ihren  ursprünglichen 
Lagen  auf  beliebigen  Wegen  in  andere  fortgeführt  werden.  Im 
Allgemeinen  wirken  in  dieser  Classe  von  Inductionen  zwei  an 
sich  von  einander  unabhängige  Ursachen  gleichzeitig  Strom  er- 
regend, einmal  die  Ortsveränderung  der  Stromelemente,  und 
dann  die  durch  diese  Ortsveränderung  hervorgebrachte  Intensi- 
tätsveränderung des  Inducenten.  Es  soll  hier,  wenn  eine  solche 
Intensitätsveränderung  gleichzeitig  stattfindet,  nur  derTheil  der 
elektromotorischen  Kraft  bestimmt  werden,  welcher  von  der 
Ortsveränderung  der  Stromelemente  herrührt;  der  durch  die 
Intensitätsveränderung  inducirte  Antheil  wird  in  §  4  in  Betracht 
gezogen  werden.  Wenn  ausser  den  Stromelementen  auch  der 
inducirte  Leiter  eine  Bewegung  hat,  aber  eine  solche,  wobei  die 
relative  Lage  seiner  Elemente  unverändert  bleibt,  so  kann  beiden 
Systemen,  dem  Strom-  und  Leiiersystem  eine  gemeinschaftliche 
Bewegung  ertheilt  werden,  welche  keine  Induction  erregt  und 
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den  Erfolg  liat,  dass  der  Leiter  an  seinem  Orte  bleibt ,  wodurch 
dieser  Fall  auf  den  in  diesem  Paragraphen  zu  behandelnden 
zurückgeführt  wird. 

Ich  bezeichne  wieder  die  Strom-  und  Leiterelemente  respec- 
tive  durch  Da  und  Ds,  das  Element  des  Weges  aber,  auf  wel- 
chem Da  fortgeführt  wird,  durch  öw,  so  dass  die  Geschwindig- 
keit V  =^  — T"  ist.     Ich  setze  zunächst   die  Bahn   sowohl   des 
df 

inducirenden  als  inducirten  Sti'oms  ohne  Verzweigung  [26] 
voraus.  Das  aus  dieser  Voraussetzung  hervorgehende  Resultat 
wird  später  auf  die  Fälle  ausgedehnt  werden,  wo  diese  Bahnen 
verzweigt  sind. 

Die  durch  die  Bewegung  von  D  a  während  des  Zeitelements 
htm  dem  Leiter  s  inducirte  elektromotorische  Kraft  EZ)(7  ist 
nach  meiner  früheren  Abhandlung  bestimmt  durch  die  Gleichung : 

(1)  EDa  =  —  £v  r  Daht, 

wo  FDa  die  nach  der  Richtung  von  öw  zerlegte  Wirkung  ist, 
welche  die  inducirte  Strombahn ,  von  der  Stromeinheit  durch- 
sti'ömt  gedacht,  auf  Do  ausübt. 

Die  Wirkung,  welche  Ds  auf  Z)  ff  ausübt,  ist  dieselbe,  welche 
Da  a,uf  Ds  ausübt,  nur  der  Richtung  nach  entgegengesetzt,  und 
also,  wenn/ die  Stromstärke  in  Da  bezeichnet: 

•DsDa  .  ,  a  aM 

j ^2 —  1^03  r]  —  f  cos  <r  cos  <r  ) 

oder 

.DsDaf     dP-r         ^  dr  dr\ 
~^      7-2      X'dJdra~^irs~daV 

wo  /^,  i9-,  i9-'  und  r  dieselbe  Bedeutung  haben ,   welche  ihnen  im 

Anfange  des  vorigen  Paragraphen  gegeben  ist.   Der  vorstehende 

Ausdruck  mit  dem  Cosinus  der  Neigung  von  r  gegen  öw,  d.  i. 

dr 
mit  — -7—  multiplicirt ,  und  nach  Ds  m  Bezug  auf  die  ganze 


inducirte  Strombahn  integrirt,  giebt  den  Werth  von  FDa,  also 
...  ^„  .        oZ>6/     c/2,.  drdr\dr 

(2        rDa=jDao  -—\r--- \-j--r\:r-- 

W   l   ds  da       ^  ds  da)  dw 

Nimmt  man  von  (1)  das  Integral  nach  Da ,  und  dehnt  dieses 
auf  die  ganze  inducirende  Strombahn  aus,  so  erhält  man  die 
durch  den  Strom  in  dem  Leiter  zur  Zeit  t  während  b  t  inducirte 


(3)  J=e'fhtj 


V. 
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elektromotorische  Kraft.  Dieses  Integral  giebt  den  inducirten 
Diflferentialstrom,  wenn  es  mit  dessen  reciprokem  Leitungswider- 
stand e'  multiplicirt  wird ;  der  Differentialstrom,  nach  öt  zwischen 
t^  und  ^,,  integrirt ,  giebt  den  in  diesem  Zeitintervall  inducirten 
Integralstrom  /.  Man  hat  also,  da  e'  unabhängig  von  t  ist,  und 
j,  weil  der  Strom  unverzweigt  angenommen  wird ,  unabhängig 
von  a:    [27] 

.dE 
dt 
worin 

,,,      -r,  rvo.DsDof     d'^r         .   dr  dr\  dr 

J  r^      \  ds  da  ds  da)  dio 

Die  Grösse  E  ist  die  Summe  der  in  dem  ganzen  Leiterumgang 
während  des  Zeitraums  von  t^  bis  t,f  inducirten  elektromoto- 
rischen Kraft,  wenn  die  inducirende  Stromstärke  innerhalb  dieses 
Zeitraums  constant  und  gleich  der  Einheit  ist ;  diese  Summe  ist 

t„ 

b  tj  —j— , 
dt 
t, 

wenn    die    Stromstärke  j   variabel   ist.     Die  Grössen  JE  und 

ttj  -j-  werde  ich  im  Folgenden  durch  7^ bezeichnen.     Statt 
dt 

(4)  kann  man  schreiben,  weil  v  =  -j-  ist : 

{r.\     7?——      rgy^fa^^'^-Pg/.    ^^^'  dr  dr\dr 

'  J  r^         \  ds  da       ^  ds  dal  dco 

Dies  dreifache  Integral,  wodurch  E  bestimmt  wird,  unterscheidet 
sich  von  demjenigen  in  (6)  des  vorigen  Paragraphen  nur  darin, 
dass  hier  hio  eine  Function  von  g  ist,  während  dort  ho  eine 
Function  von  s  war.  Da  aber  zwischen  dem  bewegten  g  hier 
und  dem  im  §  1  bewegten  s  kein  weiterer  Unterschied  vor- 
handen ist ,  so  kann  man  die  Discussion  des  Integrals  (6)  §  1 
unmittelbar  auf  das  vorliegende  anwenden,  und  erhält,  mut.  mut. 
dies  Theorem : 

Wenn  ein  constanter,  unverzweigter  elektrischer 
Strom  die  Veränderung  erlitten  hat,  dass  ein  Theil 
seinerElemente,  oder  sämmtliche  aus  ihrer  ursprüng- 
lichen Lage  in  eine  zweite  auf  beliebigen  Wegen  fort- 
geführt sind,  gleichgültig,  ob  ein  Theil  dieser  Ele- 
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mente  aus  der  Strombahn  ausgetreten  ist,  oder  andere 
eingetreten,  so  ist  die  durch  diese  Ortsveränderung 
der  Elemente  in  einem  in  der  Nähe  des  Stroms  ruhen- 
den einfachen  Leiterumgang  inducirte  elektromoto- 
rische Kraft  gleich  dem  mit  e  multiplicirten  Unter- 
schied der  Potentialwerthe  des  inducirten  Leiter- 
umganges, ihn  von  der  Stromeinheit  durchströmt 
gedacht,  in  Bezug  auf  den  constanten  inducirenden 
Strom  in  der  End-  und  Anfangsposition  seiner  Ele- 
mente. 

[28  i  Bezeichnen  wir  durch  g^^  und  g^  die  inducirende  Strom- 
bahn in  der  End-  und  Anfangsposition  ihrer  Elemente,  durch  s 
die  inducirte,  und  durch  P{g^^  ■  s)  und  P  {g^  •  s)  die  Potentiale  der 
Stromeinheiten  in  g^^  und  g,  in  Bezug  auf  die  Stromeinheit  in  s, 
nennen  endlich/ die  constante  Intensität  des  inducirenden  Stroms, 
und  F  die  durch  ihn  inducirte  elektromotorische  Kraft,  so  ist 

(6)  F=sj{P[g,,-^)-P{Sr^)}- 

Wenn  der  inducirte  Leiter  Verzweigungen  besitzt,  so  gilt 
dieses  Theorem  für  jeden  einfachen  Umgang,  welcher  aus  seinen 
Zweigen  gebildet  werden  kann,  und  giebt  also  die  in  den  ein- 
zelnen Umgängen  erregten  elektromotorischen  Kräfte ,  deren 
Kenntniss  erforderlich  und  hinreichend  ist,  um  die  Stromstärke 
in  jedem  Zweige  des  inducirten  Leiters  zu  bestimmen. 

Das  vorstehende  Theorem  gilt  auch  für  beliebig  verzweigte 
inducirende  Ströme ,  unter  der  Bedingung,  dass  die  Stromstärke 
in  jedem  der  geschlossenen  Umgänge,  welche  aus  den  Strom- 
zweigen gebildet  werden  können,  durch  die  Verrückung  der 
Stromelemente  keine  Veränderung  erleidet.  Der  verzweigte 
Strom  ist  nämlich  als  ein  Aggregat  von  einfachen  Strom- 
umgängen anzusehen ;  einer  derselben  werde  durch  i^  bezeichnet, 
und  zwar  durch  v^  und  r,,  in  der  Anfangs-  und  Endposition 
seiner  Elemente ;  j\,  sei  seine  constante  Stromstärke,  und  F^  die 
durch  ihn  in  dem  ruhenden  Leiterumgang  s  inducirte  elektro- 
motorische Kraft.  Bezeichnen  wir  wieder  durch  P{^'s)  das 
Potential  der  Stromeinheit  in  v  in  Bezug  auf  die  Stromeinheit 
in  s,  so  ist 

F,  =  ej,{P{v,,-s]-P{p,'S)]. 

Die  elektromotorische  Kraft,  welche  durch  den  ganzen  indu- 
cirenden Sti'om  erregt  wird ,  ist  die  Summe  der  Kräfte ,  welche 
durch  seine  einzelnen  componirenden  Umgänge  inducirt  werden, 
bezeichnen  wir  sie  mit  F,  so  ist 
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(7)  i^=£@.y,(P(^,,.s; -PK-s)}, 

wo  durch  @  eine  Summe  bezeichnet  wird ,  die  auf  alle  einfache 
Umgänge ,  welche  den  gegebenen  Strom  zusammensetzen ,  aus- 
zudehnen ist.  Diese  Summe  ist  aber  die  Potentialdifferenz  der 
Stromeinheit  in  dem  Leiterumgang  s  in  Bezug  auf  den  ganzen 
inducirenden  Strom  In  der  End-  und  Anfangsposition  seiner 
Elemente.  Nennen  wir  g  den  inducirenden ,  beliebig  [29]  ver- 
zweigten Strom  und  Q  {s  ■  g)  sein  Potential  in  Bezug  auf  die 
Stromeinheit  in  s,  so  kann  die  vorstehende  Gleichung  so  ge- 
schrieben werden : 

(8)  F=e{Q(g,,-s)-  Q(g,-s)). 

Die  Bedingung  der  ünveränderlichkeit  der  Stromstärke  in 
jedem  der  einfachen  Umgänge  der  verzweigten  inducirenden 
Strombahn  erfüllt  sich  bei  constanten  Stromerregern  von  selbst, 
wenn  die  Bahn  keine  Gleitstellen  besitzt,  weil  dann  der  Strom- 
widerstand und  seine  Vertheilung  in  den  Zweigen  unverändert 
bleibt.  Diese  Bedingung  kann  aber  auch  bei  besonderen  An- 
ordnungen, wenn  Gleitstellen  vorhanden  sind,  erreicht  werden. 

In  Fig.  4  tritt  der  inducirende 
Strom  in  a  ein,  theilt  sich  in  a  in 
zwei  Zweige  aß  und  ayß,  die 
sich  in  ß  wieder  vereinigen,  und 
tritt  bei  b  aus.  Die  Strom- 
theilungsstellen  a  und  ß  sind  zu- 
gleich Gleitstellen.  Die  Fort- 
führung des  Zweiges  aß  aus  seiner 
Anfangslage  «,/i,  in  die  Endlage 
a,fßf,  erregt  nämlich  in  einem  in 
Fig.  4.  der    Nähe    befindlichen    Leiter- 

umgang die  Induction.  Der  ver- 
zweigte Strom  lässt  sich  auf  verschiedene  Weise  in  zwei  ein- 
fache Umgänge  zerlegen,  ich  zerlege  ihn  in  die  Umgänge  aaßh 
und  ayß^  welche  ich  durch  a  und  /  der  Kürze  wegen  bezeichne ; 
die  Stromstärken  in  ihnen  seien /^^  und/^.  Nennt  man  u  den 
Leitungswiderstand  im  Zweige  aß,  und  w  den  im  Zweige  ayß^ 

l 
und  setzt   u  =  "kw  ,    so   ist  jy  =  -  j^^.    Nun  kann  man 

leicht  Anordnungen  treffen,  dass,  an  welcher  Stelle  seines  Weges 
sich  auch  der  bewegte  Zweig  aß  befinde,  sowohl y^^  als  X  den- 
selben Werth  behält.    Diese  Anordnungen  vorausgesetzt,  erhält 
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man  für  die  durch  die  Verschiebung  von  aß  in  einem  Leiter- 
umgange s  inducirte  elektromotorische  Kraft  F  den  Ausdruck : 

F=ej„{P{a„.s)-P{a,.B)} 

Dieser  Ausdruck  reducirt  sich  tibrigens ,  wie  man  leicht  sieht, 
wenn  durch  Tt  die  Peripherie  a^a^^ß^ß,  der  vom  bewegten 
Zweige  beschriebenen  Fläche  bezeichnet  wird,  auf  folgenden : 

F=e{j^-jy)P[jt-^), 

dessen  Richtigkeit  aus  der  Bemerkung  erhellt,  dass  nach  unserer 
Zerlegung  des  Inducenten  in  einfache  Umgänge  /^^  —  Jy  die 
constante  Stromstärke  des  bewegten  Zweiges  aß  bezeichnet, 

[30]  Im  Allgemeinen  treten,  bei  inducirenden  Strömen  mit 
Gleitstellen,  gleichzeitig  mit  der  Verrückung  ihrer  Elemente, 
Intensitätsveränderungen  ein,  diese  treten  nur  dann  nicht  ein, 
wenn  die  Veränderungen  der  Leitungswiderstände  und  ihrer 
Vertheilung,  welche  durch  die  Verschiebungen  der  Bahnstücke 
hervorgebracht  werden  ,  sich  gegenseitig  compensiren.  Bahn- 
stück  nenne  ich  jeden  zwischen  zwei  aufeinander  folgenden 
Gleitstellen  liegenden  Theil  der  Strombahn.  Es  sei  der  indu- 
cirende  Strom  unverzweigt,  und  seine  Intensität  y,  welche  er  zur 
Zeit  t  besitzt ,  verändere  sich ,  in  Folge  der  Fortführung  seiner 
Bahnstücke,  in  dem  Zeitintervall  von  t^  bis  t^,  aus/,  i^J/,-  Wäre 
die  Intensität/  während  der  Zeit  von  t,  bis  t  constant  gewesen, 
so  würde  in  diesem  Zeitraum  eine  elektromotorische  Kraft  indu- 
cirt  sein  vom  Werthe 

€y{P(g.s)-P(e,-s)}. 

Die  Intensität/ ist  aber  nur  zur  Zeit  t  vorhanden  gewesen,  da 

ihr  Werth  zur  Zeit  t-\-'bt  schon  /  +  -tt  ö  #  war.     Man  kann 

aber  /  während  ö  t  als  constant  ansehen ,  da  der  Zuwachs  un- 
endlich klein  ist,  und  erhält  dann  für  die  während  ht  inducirte 
elektromotorische  Kraft 

Nimmt  man  hiervon  das  Integral  nach  ht  zwischen  t^  und  t,,, 
so  erhält  man  die  durch  die  Verschiebung  der  Stromelemente  in 
dem  Zeitraum  von  t,  bis  t„  inducirte  elektromotorische  Kraft  F, 
nämlich : 
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t,. 

d- 


flO] 


^=^,A^'^'^^(^ 


Diese  Gleichung  erhellt  übrigens  unmittelbar  aus  (3)  ,    wenn 

.  ,  .        .  .    n       dE           d'P(g-a)  .  ,     ^.    ^. 
berücksichtigt  wird,  dass  -j-  =  e -j- —  ist.    Die  hier  eben 

angestellte  Betrachtung  findet,  wenn  der  inducirende  Strom  ver- 
zweigt ist,  auf  jeden  seiner  einfachen  Umgänge  Anwendung. 
Daher  verwandelt  sich  für  den  in  Fig.  4  (Seite  32)  dargestellten 
Fall  die  Formel  (9),  wennj'^  und/j,  während  der  Verschiebung 
der  Elemente  von  aß  variabel  sind,  in 

(11)  F=  eßtj^  -^  P(«.s)  4-  efbtjy  ~  P{/.s), 

[31]  und  der  allgemeine  Ausdruck  in  (7)  für  die  durch  die  Ver- 
schiebung der  Elemente  eines  beliebig  verzweigten  Stroms  in 
einem  Leiterumgang  inducirte  elektromotorische  Kraft,  wird  bei 
variabler  Stromstärke : 

(12)  F=e(Bßtj,^P{vB), 

wo  die  Summe  ©  alle  einfachen  Umgänge,  welche  den  gegebenen 
Strom  zusammensetzen,  umfasst. 

Die  Gleichungen  (10),  (11),  (12)  zeigen,  dass  bei  variabler 
Stromstärke  die  durch  die  Verschiebung  der  Stromelemente  in- 
ducirte elektromotorische  Kraft  nicht  ihr  Maass  in  dem  dadurch 
hervorgebrachten  Zuwachs  des  Potentialwerthes  des  inducirenden 
Stroms  in  Bezug  auf  den  von  der  Stromeinheit  durchströmten 
Leiterumgang  hat ,  wir  werden  aber  im  Folgenden  sehen ,  dass 
dies  wieder  der  Fall  ist,  wenn  der  durch  die  gleichzeitige 
Intensitätsveränderung  inducirte  Antheil  der  elektromotorischen 
Kraft  berücksichtigt  wird. 

§3. 

In  meiner  früheren  Abhandlung  über  die  inducirten  Ströme 
wurden  drei  Classen  von  Inductionsfällen  unterschieden,  nämlich 
zuerst  Inductionen  durch  geschlossene  Ströme  in  geschlossenen 
Leitern ,  und  dann  Inductionen  durch  geschlossene  Ströme  in 
ungesehlossenen  Leitern,  oder  durch  ungeschlossene  Ströme 
in    geschlossenen    Leitern,    und    endlich    Inductionen    durch 
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ungeschlossene  Ströme  in  ungeschlossenen  Leitern.  Ich  bemerke, 
dass  bei  dieser  Eintheilung  immer  die  Bahnen,  sowohl  der  indu- 
cirenden  als  inducirten  Ströme ,  oder  deren  bewegten  Theile  als 
feste  Systeme  vorausgesetzt  wurden.  Die  Vorstellung,  welche 
mit  der  zweiten  und  dritten  Classe  verbunden  wurde,  bedarf 
noch  einer  kurzen  Erklärung.  Man  denke  sich  einen  Theil  der 
inducirten  Strombahn,  den  ich  a  nennen  will,  während  der  an- 
dere durch  h  bezeichnet  werden  möge,  durch  Isolatoren  mit 
einem  Theile  u  der  inducirenden  Strombahn  verbunden,  der 
andere  Theil  dieser  Bahn  soll  ß  heissen.  Die  verbundenen 
Theile  a  und  a  werden  bewegt,  während  die  Theile  h  und  ß 
ruhen.  Hier  findet  eine  Induction  durch  die  Bewegung  des  un- 
geschlossenen Stromstücks  a  in  dem  ungeschlossenen  Leiter- 
stück b  statt.  Diese  Induction  ist  ein  Fall  der  dritten  Classe. 
Ebenso  gehört  die  [32]  Induction,  welche  in  dem  ungeschlossenen 
Leiterstück  a ,  das  sich  unter  dem  Einfluss  des  ungeschlossenen 
Stromstücks  ß  bewegt,  erregt  wird,  in  die  dritte  Classe.  Um- 
fasste  a  die  ganze  inducirte  Strombahn ,  und  wäre  also  6=0, 
so  würde  in  dem  geschlossenen  Leiter  a  die  Induction  durch  das 
ungeschlossene  Stromstück  ß  erregt;  dieser  Fall  gehörte  in  die 
zweite  Classe;  dasselbe  würde  der  Fall  sein,  wenn  a  den  ganzen 
inducirenden  Strom  umfasste  und  ß  =  0  wäre. 

Diese  Eintheilung  ist  nach  dem  Standpunkt  der  vorliegenden 
Betrachtung  nicht  erschöpfend,  sie  ist  aber  auch  an  sich  un- 
zweckmässig. Die  Trennung ,  um  in  der  eben  gebrauchten  Be- 
zeichnung weiter  mich  auszudrücken ,  der  Induction ,  welche  in 
b  durch  a  erregt  wird,  von  derjenigen,  die  in  a  durch  ß  hervor- 
gebracht wird,  statt  die  Untersuchung  zu  erleichtern,  erschwert 
dieselbe ;  beide  Inductionen,  wie  sie  gleichzeitig  in  der  Wirklich- 
keit vorhanden  sind ,  müssen  auch  gleichzeitig  in  Betracht  ge- 
zogen werden.  In  der  gegenwärtigen  Abhandlung  muss  mit  der 
Voraussetzung,  dass  die  Strombahnen  oder  ihre  bewegten  Theile 
wie  starre  feste  Curven  bewegt  werden,  zugleich  die  Eintheilung 
in  geschlossene  und  ungeschlossene  Bahnen  aufgegeben  werden. 
Wir  können  hier  nur  so  theilen :  entweder  findet  die  Induction 
durch  einen  ruhenden  Strom  in  einem  geschlossenen  Leiter  statt, 
dessen  Elemente  eine  Ortsveränderung  erfahren ,  oder  in  einem 
ruhenden  Leiter  durch  einen  Strom,  dessen  Elemente  beliebig 
verschoben  werden,  oder  endlich  die  Induction  wird  durch  eine 
gleichzeitige  Verschiebung  der  Leiter-  und  Stromelemente  er- 
regt. Die  Bewegung  der  Elemente  ist  in  allen  drei  Fällen  so 
weit  unbeschränkt,  dass  durch  dieselbe  die  leitende  Verbindung 
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in  den  Strombahnen  nicht  aufgehoben  wird.  Die  beiden  ersten 
Fälle  sind  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  behandelt, 
der  dritte  soll  der  Gegenstand  des  gegenwärtigen  sein.  Zu  ihm 
gehört,  als  ein  ganz  specieller  Fall,  der,  welcher  eben  als  eine 
Induction  eines  ungeschlossenen  Leiterstücks  durch  ein  un- 
geschlossenes Stromstück  bezeichnet  wurde.  Das  Specielle  dieses 
Falles  besteht  darin,  dass  die  Bewegung  der  Elemente  in  a  und 
a  von  der  Art  ist,  als  gehörten  diese  Elemente  einem  festen 
Körper  an. 

Ich  werde,  um  der  Vorstellung  ein  bestimmteres  Bild  zu 
geben,  die  Untersuchung  mit  der  Betrachtung  eines  besonderen, 
hierher  gehörigen  Falles  beginnen,  und  dann  zeigen,  wie  sich 
diese  verallgemeinern  lässt.  Der  inducirende  Strom  sei  un- 
verzweigt ,  und  bestehe  aus  zwei  Bahnstücken,  welche  [33]  in 
Fig.  5  durch  a  und  ß  bezeichnet  sind,    a  soll  ruhen,  die  Elemente 


Fig.  5. 

von  ß  aber  werden  auf  beliebigen  Wegen  aus  der  Position  ß,  in 
die  Position  ß„  fortgeführt.  Gleichzeitig  mit  dieser  Fortführung 
geschieht  in  dem  inducirten  Leiterumgang ,  der  gleichfalls  aus 
zwei  Leiterstücken,  mit  a  und  h  in  der  Figur  bezeichnet,  be- 
steht, die  Verschiebung  der  Elemente  von  b,  so  dass  sie  in  der- 
selben Zeit  aus  der  Position  in  b,  in  die  von  *„  gelangen.  Es 
soll  die  durch  diese  gleichzeitigen  im  Uebrigen  von  einander 
unabhängigen  Verrückungen  der  Elemente  in  ß  und  in  S,  in  dem 
Leiterumgang  a-^b  inducirte  elektromotorische  Kraft  bestimmt 
werden. 

Ich  bezeichne  ein  Element  des  ruhenden  Bahnstücks  a  durch 
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Daj  des  ruhenden  Leiterstücks  a  durch  Da,  und  die  Elemente 
der  beweglichen  Stücke  ß  und  h  durch  Dß  und  Dh.  Den 
ganzen  Stromumgang  a  ^  ß  werde  ich  durch  g ,  und  ein  Ele- 
ment desselben,  wenn  nicht  unterschieden  werden  soll,  ob  es 
zu  a  oder  ß  gehöre  durch  Da  bezeichnen.  Ebenso  nenneich  den 
ganzen  Leiterumgang  a-\-b  oder  s ,  und  ein  Element  desselben 
ohne  Unterschied,  ob  es  zu  a  oder  b  gehört,  Ds.  Der  Strom  in 
G  habe  die  constante  Intensität  y.  Die  Wege,  aufweichen  Da 
und  Da  fortgeführt  werden,  seien  öw  und  öo,  die  Geschwindig- 
keiten dieser  Elemente  also  -z-  und  -^-7  •      Das    Zeitintervall, 

dt  dt 

während  dessen  die  gleichzeitigen  Verrückungen  stattfinden,  liege 
zwischen  t,  und  t^^. 

Die  während  ht  in  dem  Leiterumgang  s  inducirte  elektro- 
motorische Kraft  ist ,  wenn  C  und  F  in  dem  Sinne  genommen 
werden,  welcher  für  diese  Buchstaben  im  Anfange  des  §  1  und 
§  2  festgesetzt  wurde, 

-eU%C^Ds-eulr^-^Do. 
dt  dt 

Nimmt  man  hiervon  das  Integral  nach  ö<  zwischen  ^^und^^^,  um 
die  in  diesem  Zeitintervall  inducirte  elektromotorische  Kraft  zu 
erhalten,  bezeichnet  diese  mit  F,  macht  F^=jE,  und  setzt  für 
C  und  r  ihre  Werthe  aus  (2)  §  1  und  (2)  §  2,  so  wird 

r  yoDbDa  i     dP-r         ^  dr  dr\dr  do 

J  f^      \   dbdo       ^  db  da)  do  dt 

r  JQZ)/^Z)5f     c?2r     _^drdr\drd^ 

~V  .        r2       l  dßds  ~"'^  dß  ds)  doj  dt  ' 

Von  den  beiden  durch  2  und  S  bezeichneten  Integrationen,  die 
im  Allgemeinen  [34]  auf  die  ganzen  Umgänge  respective  g  und  s 
auszudehnen  sind,  beschränkt  sich  —  in  dem  zweiten  Gliede  auf 
die  Elemente  von  ß ,  weil  für  die  Elemente  des  Theils  a  der 

Factor  -5-  =  0  ist ,  und  S  im  ersten  Gliede  auf  die  Elemente 
dt 

von  b ,  da  für  die  Elemente  von  a  hier  -j-  =0  ist;  aus  diesem 

Grunde  ist  in  diesen  Gliedern  respective  statt  Da  und  Ds  ge- 
schrieben worden  Dß  und  Db. 

Ich  werde  das  in  dem  ersten  Gliede  des  vorstehenden  Aus- 
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drucks  von  E  unter  dem  Integralzeiclien  f  stehende  Doppel- 
integral durch  B  bezeichnen ,  und  in  dem  zweiten  Gliede  durch 
B,  so  dass 


j^ yo  Dg Db  (     d'^r  ^  dr  dr\dr  do 

r^      \  dadb  '^  do  db)  do  dt 

yo  Dß Ds j     d^r  j  dr  dr\drdo} 

r2      i   dßds  ^  dß  ds)  d(o  dt 


(2) 

und 

(3)  E=  —  efbtB  —  eju  B. 

Die  Integration  in  dem  Ausdruck  von  B  nach  Do  erstreckt 
sich  auf  alle  Elemente ,  welche  zur  Zeit  t  in  dem  Umgange  g 
enthalten  sind ,  die  nach  D  b  ist  von  ^  =  Z»,  bis  6  =  b^^  auszu- 
dehnen, wo  b,  und  b,^  die  zur  Zeit  t  in  den  Gleitstellen  liegenden 
Enden  des  bewegten  Stücks  b  sind.  Die  Integration  in  B  nach 
Ds'isi  auf  alle  zur  Zeit  Hn  s  vorhandenen  Elemente  auszudehnen, 
die  nach  Dß  bezieht  sich  nur  auf  die  zwischen  ß^  und  /^„ 
liegenden  Elemente,  wo  ß,  und  ß^^  die  Gleitstellen  des  bewegten 
Stücks  ß  zur  Zeit  t  bezeichnen.  Es  sind  also  sowohl  die  Anzahl 
der  Elemente,  nach  welchen  in  B  und  B  zu  integriren  ist,  als 
die  Lage  derselben  und  deshalb  auch  r  und  dessen  Differential- 
quotienten Functionen  der  Zeit ,  und  somit  auch  B  und  B. 
Diese  Functionen  B  und  B  sind  in  (3)  nach  ö  t  zwischen  t^  und 
tff  zu  integriren. 

Ich  werde  annehmen,  das  Zeitintervall  t,^  —  t,^T,  sei  sehr 
klein ,  so  dass ,  wenn  man  t,-\-  %  =  t  setzt ,  wo  r  zwischen  0 
und  T,  liegen  soll,  man  die  Functionen  B  und  B  nach  den  Po- 
tenzen von  r  entwickeln  kann,  und  nur  die  ersten  Glieder  dieser 
Entwickelung  zu  berücksichtigen  braucht.    Ich  setze 

B  =  B,  +  B„T 
B  =  B,  -f-  B„T. 

Hierin  ist  B,  der  Werth,  welchen  B  zur  Zeit  t,  besitzt.  Der  Zu- 
wachs, welchen  B  zur  Zeit  t,-\-  t  erfahren  hat,  rührt  von  zwei 
von  einander  unabhängigen  [35]  Ursachen  her,  einmal  weil  die 
Lage  und  Anzahl  der  Elemente  des  Leiterstücks  b  sich  geändert 
hat,  und  dann,  weil  dasselbe  in  Beziehung  auf  die  Elemente  der 
Strombahn  g  stattgefunden  hat.  Ich  werde,  um  die  Wirkung 
dieser  beiden  Ursachen  zu  unterscheiden,  setzen 

-ß//  =  -^6  +  ^(7  > 
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wo  Bij  den  Theil  von  B,^  bezeichnen  soll,  welcher  von  der  Ver- 
änderung der  Zahl  und  Lage  der  Elemente  in  h  herrührt ,  und 
Bfj  von  der  Veränderung  der  Elemente  in  g. 

Ebenso  besteht  B^^  aus  zwei  von  einander  unabhängigen 
Theilen,  der  eine  rührt  von  der  Verschiebung  der  Elemente  des 
Bahnstücks  ß  her,  und  dieser  soll  mit  B,^  bezeichnet  werden, 
der  andere  von  der  Veränderung ,  welche'  der  Leiterumgang  s 
erlitten  hat,  und  dieser  soll  B^  genannt  werden,  so  dass 

B//  =  Bj  +  ß/?- 
Setzt  man  diese  Werthe  in  (3)  und  integrirt,  nachdem  man  ör 
statt  ht  geschrieben  hat,  nach  ör  zwischen  0  und  r^,  so  erhält 
man  für  die  in  dem  kleinen  Zeitintervall  r,  indueirte  elektro- 
motorische Kraft  E  den  Ausdruck 

(4)    E=^-ET,{B,  +  B,  +  \[Bt,  +  B^  +  B,  +  Bß)r;\. 

Ich  werde  jetzt  nachweisen,  dass  dieselbe  elektromotorische 
Kraft  inducirt  wird,  wenn  man  dieselben  Verrückungen  der  Ele- 
mente der  inducirenden  und  inducirten  Strombahn  nicht  gleich- 
zeitig, sondern  nach  einander  erfolgen  lässt. 

Es  sollen  die  Elemente  von  ß  in  Ruhe  bleiben ,  und  die  von 

b  verrückt  werden ;  dann  ist  wegen  -j-  =  0  auch  B  =  0  und 

B  =  B,  +  Bt,T. 

Die  jetzt  indueirte  elektromotorische  Kraft,  welche  ich  ^^  nenne, 
hat  den  Ausdruck 

Et,  =  -8T,{B,  +  -\B^r,), 

worin,  da  die  Verrückung  der  Elemente  von  h  ebenso  gross  sein 
soll,  wie  vorher,  r,  denselben  Werth  als  in  (4)  besitzt.  Jetzt, 
nachdem  die  Verschiebung  von  b  vollendet  ist,  sollen  die  Ele- 
mente von  ß  fortgeführt  werden.  Diese  Fortführung  geschieht 
in  dem  Zeitraum  von  t^  -\-  r,  bis  t^-\-2 1,.  [36]  Zur  Zeit  t,  -\-  r^ 
hat  B  den  Werth  B,  -f-  B^r,  und  zur  Zeit  t,-\-T,-\-T  ist  also 

B  =  B,  +  B,T,  4- B^r, 
während  in  dieser  Periode  ^=0  ist,   weil  in  ihr  -=-  =  0. 

Cti  0 

Nennt  man  die  in  dieser  Periode  indueirte  elektromotorische 
Kraft  Eg  ,  so  ist 

E,=  -  ST,  {B,  +  I  (2B,  +  B^)  r,} 
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und  demnach  die  Summe  der  in  beiden  Perioden  inducirten 
elektromotorischen  Kraft 

(5)   Ei  +  E,  =  -ET,  [B,  +  B,  4-  i  (-Bö  +  2B,  +  B^)i;,}. 

Wäre  die  Ordnung,  in  welcher  die  Elemente  der  Stücke  b 
und  ß  fortgeführt  sind ,  die  umgekehrte  gewesen,  und  wäre  also 
zuerst  ß  und  dann  h  verschoben  worden ,  so  hätte  man ,  wenn 
die  in  der  ersten  Periode  inducirte  elektromotorische  Kraft 
durch  Eß ,  die  der  zweiten  Periode  durch  Eg  bezeichnet  wird, 
erhalten : 

und  also  die  Summe  der  in  beiden  Perioden  inducirten  elektro- 
motorischen Kraft 

Eß-\-E^  =  -  er,  {B,  +  B,  +  ^  (B^  +  2^^  +  ^ft)^^,}. 

Nun  muss  aber  E ß -{- E (j  =  Ef, -\-  Eg  sein,  weil  jede  dieser 
Grössen  dem  Unterschied  der  Werthe  gleich  ist,  welche  das 
Potential  von  g  in  Bezug  auf  s  in  den  End-  und  Anfangspositionen 
der  Elemente  dieser  zwei  von  der  Stromeinheit  durchströmten 
Curven  hat,  und  es  in  Beziehung  auf  diesen  Unterschied  gleich- 
gültig ist,  ob  die  Elemente  von  b  zuerst  und  dann  die  von  ß, 
oder  ob  umgekehrt  zuerst  die  Elemente  von  ß  und  hierauf  die 
von  b  fortgeführt  worden  sind.   Hieraus  folgt  aber  B(j=  B^  oder 

2B,  =  B„  +  B,. 

Setzt  man  diesen  Werth  von  Bg  in  (5)  und  vergleicht  diese 
Gleichungen  mit  (4),  so  sieht  man,  dass 

E  =  Ef,  +  Eg 

und  dass  es  also  bei  kleinen  Verschiebungen  der  Strom-  und 
Leiterelemente  [37]  gleichgültig  ist,  in  Beziehung  auf  die  in- 
ducirte elektromotorische  Kraft,  ob  diese  Verschiebungen  gleich- 
zeitig oder  aufeinander  folgend  stattfinden.  Bezeichnet  man  die 
Curven  s  und  g  zur  Zeit  t,  durch  s,  und  g, ,  zur  Zeit  t,  -j-  %, 
durch  s^,  und  g,,  und  durch  P(s-e)  wieder  das  Potential  von  s 
in  Bezug  auf  g,  beide  Curven  von  der  Stromeinheit  durchströmt 
•gedacht,  so  kann  man  statt  (4)  schreiben 

^=£{P(g,,.S„)-P(g,-S,)}. 

Wenn  die  Verschiebung,  und  also  auch  t,  unendlich  klein  =  ö  < 
ist,  so  ist  P(ff/,.sJ  —  P(?,-S/)  der  mit  ö^  multiplicirte  nach  t 
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genommene  Differentialquotient  von  P(g,-s,).  Mit  Weglassung 
der  Accente  an  g  und  s  hat  man  also  für  die  während  ö  t  indu- 
cirte elektromotorische  Kraft  den  Ausdruck 

Hierbei  ist  die  Stromstärke  des  Inducenten  der  Einheit  gleich 
gesetzt.   Ist  diese/,  so  ist  die  inducirte  Kraft 

(6)  eUj^^P{g-^), 

woraus  folgt,  dass,  wenn/  constant  ist,  auch  die  in  jedem  end- 
lichen Zeitintervall  von  t^  bis  t^,  inducirte  elektromotorische 
Kraft  F  ausgedrückt  ist  durch 

(7)  i^=ey{P(s„-sJ-P(c.V.s,)}, 

wo  g, ,  g^,  und  s, ,  s^,  die  Curven  g  und  s  in  der  Lage  ihrer  Ele- 
mente bezeichnen,  die  sie  zur  Zeit  t,  und  t^,  besitzen. 

Durch  die  vorstehende  Betrachtung  ist  die  Summe  der  beiden 
dreifachen  Integrale  in  (1)  auf  die  Differenz  zweier  Doppel- 
integrale zurückgeführt,  nämlich,  indem  für  P(e-s)  sein  Werth 
gesetzt  wird 

F=Ej=      |£yZS^^^^^^  cos  {Da,-Ds,) 


I  £/ SS      ^^;     ^^^  cos  {Da,  -Ds,,), 


worin  durch  die  den  Elementen  und  dem  r  zugefügten  Strichel- 
chen die  Lage  und  Entfernung  derselben  im  Anfang  und  am 
Ende  ihrer  Verrückungen  bezeichnet  sind.  Die  Integrationen 
sind  auf  die  ganzen  geschlossenen  Umgänge  auszudehnen. 

[38]  Wir  haben  bis  jetzt  einen  speciellen  Fall,  wie  er  in 
Fig.  5  (Seite  36)  vorgestellt  ist,  vorausgesetzt  nämlich,  dass 
die  inducirende  Strombahn  aus  einem  ruhenden  und  einem  be- 
wegten Bahnstticke  bestehe ,  und  ebenso  der  inducirte  Leiter 
nur  ein  ruhendes  und  ein  bewegtes  Leiterstück  besitze.  Die 
vorstehende  Betrachtung  erleidet  aber  dadurch  keine  Verände- 
rung, dass  wir  sowohl  der  inducirenden  als  inducirten  Strom- 
bahn ,  wenn  nur  beide  unverzweigt  bleiben ,  eine  beliebige  An- 
zahl Bahn-  und  Leiterstücke  ertheilen.  Wir  brauchen  nur  unter 
u  alle  ruhenden  Stromelemente,  wenn  solche  vorhanden  sind, 
verstehen ,  und  unter  ß  alle  bewegten ,  und  ebenso  unter  a  alle 
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ruhenden  Elemente  der  inducirten  Bahn  und  unter  b  alle  be- 
wegten. Die  Gleichungen  (7)  und  (8)  gelten  also  allgemein  für 
alle  unverzweigten  Strom-  und  Leiterumgänge.  Ist  die  indu- 
cirte  Strombahn  verzweigt,  so  gelten  sie  für  jeden  geschlossenen 
Umgang,  der  aus  ihren  Zweigen  gebildet  werden  kann.  Ist  der 
inducirende  Strom  verzweigt,  und  bleibt  die  Stromstärke  in 
jedem  Zweige  ungeachtet  der  Verrückung  der  Stromelemente, 
ungeändert,  so  gelten  die  Gleichungen  (7)  und  (8)  für  jeden  der 
einfachen  Stromumgänge,  aus  welchen  der  Inducent  zusammen- 
gesetzt gedacht  werden  kann.  Es  sei  v  einer  dieser  Umgänge, 
die  in  ihm  fliessende  Stromstärke  sei  J^,  und  der  Antheil  der 
inducirten  elektromotorischen  Kraft,  welcher  ihm  zukommt, 
werde  durch  F^  bezeichnet,  so  ist  nach  (7) 

und  die  ganze  inducirte  elektromotorische  Kraft  also 

(9)  i^=,(5y^(P(^^^.s„)-P(,.,.s,)}, 

wo  @  dieselbe  Bedeutung  wie  in  (7)  des  vorigen  Paragraphen 
hat,  wofür  man,  wenn  Q(e-s)  das  Potential  des  inducirenden, 
beliebig  verzweigten  Stroms  g  in  Bezug  auf  die  Stromeinheit  in 
s  bezeichnet,  schreiben  kann 

(10)  F=B{Q[s„-^„)-Q[sr^;)]. 

Durch  diese  Gleichung  ist  das  neue,  im  Eingang  dieser  Abhand- 
lung aufgestellte  Inductionsprincip  so  weit  bewiesen ,  als  in  dem 
Inducenten  keine  Veränderungen  in  der  Stromstärke  vor  sich 
gehen. 

Ist  die  Stromstärke/ variabel,  und  der  Inducent  unverzweigt, 
so  erhält  man  aus  (6)  für  die  in  dem  Zeitintervall  von  t,  bis  ^,, 
inducirte  elektromotorische  Kraft  den  Ausdruck    [39] 

Cl- 


in) F=efhtj-j-^P{g-^) 


Ist  der  Inducent  verzweigt,  und  seine  Stromstärke  veränderlich, 
so  erhält  man  hieraus  statt  der  Gleichung  (9)  die  folgende 

(12)  F=e^-fhtj,^P!vs). 
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§4. 

Es  biteibt  noch  übrig,  diejenige  elektromotorisclie  Kraft  auszu- 
drücken, welche,  ohne  dass  eine  Ortsveränderung  der  Elemente 
eines  inducirenden  Sti'oms  eintritt,  durch  die  Veränderung  seiner 
Stromstärke  erregt  wird,  oder,  wenn  eine  solche  Ortsveränderung 
vorhanden  ist,  den  Antheil  der  inducirten  elektromotorischen 
Kraft  zu  bestimmen ,  welcher  von  der  gleichzeitig  eingetretenen 
Intensitätsveränderung  herrührt.  Dies  ist  der  Gegenstand  dieses 
Paragraphen. 

Der  Ausdruck  für  die  in  Rede  stehende  elektromotorische 
Kraft  kann  nicht  aus  den  Principien ,  welche  den  vorigen  Para- 
graphen zu  Grunde  liegen,  abgeleitet  werden,  da  diese  sich  nur 
auf  die  Ortsverändernngen  der  Strom-  und  Leiterelemente  be- 
ziehen. In  meiner  früheren  Abhandlung  aber  wurde  ich  durch 
Analogie  auf  ein  anderes  Princip  geführt,  durch  welches  die 
vorliegende  Frage  beantwortet  werden  kann,  und  das  sich  durch 
die  Beobachtung  als  richtig  bewährt  hat.  Dieses  Princip  habe 
ich  an  dem  angeführten  Orte  so  ausgesprochen :  wenn  in  einem 
ruhenden  geschlossenen  Strom  g  die  Intensität /^  sich  mj)^  ver- 
ändert, so  ist  die  in  einem  in  seiner  Nähe  befindlichen  ein- 
fachen Leiterumgang  s  dadurch  inducirte  elektromotorische  Kraft 

(1)  £{y,,-y,)P(g-s), 

d.  i.  proportional  mit  der  Potentialdifferenz  des  Inducenten  g  in 
seinen  zweierlei  Intensitätszuständeny,  undy,^  in  Bezug  auf  die 
Stromeinheit  in  dem  Leiterumgang  s. 

Der  Grundsatz ,  auf  welchem  dies  Princip  beruht ,  ist  der, 
dass  die  Induction  in  einem  ruhenden  geschlossenen  Leiter 
allein  durch  die  Veränderung  der  Wirkung  des  Inducenten  nach 
Aussen  hervorgebracht  wird ,  und  dass  die  in  einer  bestimmten 
Zeit  inducirte  elektromotorische  Kraft  allein  von  dem  Anfangs- 
und Endzustand  dieser  Wirkung  abhängt,  nicht  von  der  Art  und 
[40]  Weise ,  wie  der  letztere  aus  dem  ersteren  hervorgegangen 
ist.  Ist  z.  B.  der  Endzustand  dieser  Wirkung  gleich  dem  An- 
fangszustand, so  ist  die  Summe  der  inducirten  elektromotorischen 
Kraft  immer  gleich  Null.  Wenn  dieselbe  Veränderung  in  der 
Wirkung  eines  Stromes  nach  aussen,  welche  durch  eine  Ver- 
änderung seiner  Intensität  eingetreten  ist,  durch  eine  Ver- 
schiebung seiner  Elemente  hervorgebracht  werden  kann,  so  hat 
man  in  dem  Ausdruck  der  durch  diese  Verschiebung  inducirten 
elektromotorischen  Kraft  zugleich  den  für  die  durch  die  Intensi- 
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tätsveränderung  erregte.  Die  Veränderung  der  Stromstärke  von 
j\  vs^jf,  eines  ruhenden  Inducenten  bringt  dieselbe  Variation  in 
seiner  Wirkung  nach  aussen  hervor,  als  wäre  zu  dem  ursprüng- 
lichen Strom  y^  ein  anderer  von  derselben  Configuration  mit  der 
Intensität/,,  — y,  aus  unendlicher  Ferne  hinzugeführt  und  über 
ihn  gelegt  worden.  Die  durch  den  hinzugeführten  Strom  indu- 
cirte  elektromotorische  Kraft  ist  F=  ^[j,f — /,)  -P(s-  «)  i  und 
dies  ist  der  in  (1)  gegebene  Ausdruck  für  die  durch  die 
Intensitätsveränderung  /„  —  j ,  inducirte  elektromotorische 
Kraft.  —  Ich  werde  diesen  Grundsatz  noch  durch  ein  zweites 
Beispiel  erläutern,  und  dazu  den  in  §  2  behandelten  Inductions- 
fall,  aufweichen  sich  Fig.  4  (Seite  32)  bezieht,  wählen.  Ich 
behalte  die  damals  gebrauchte  Bezeichnung  bei,  und  füge  der 
dort  gemachten  Bestimmung,  dass/^  und  /,  constant  sein  sollen, 
noch  die  hinzu,  dass  'k  verschwindend  klein  sei.  Alsdann  fliesst 
der  ganze  inducirende  Strom  in  dem  Umgang  aaßb^  da  jetzt 
die  Intensität /j/  in  dem  Zweige  ay  ß  unendlich  klein  ist.  Führt 
man  nun  das  bewegliche  Bahnstück  aß  aus  seiner  Anfangslage 
cf,  ß,  in  der  Richtung  nach  «,,  /i?„  so  weit ,  bis  es  bei  /  ganz  aus 
der  leitenden  Verbindung  mit  der  Strombahn  heraustritt,  so  ist 
die  inducirte  elektromotorische  Kraft  e;'^  P(7r-s),  wo  ti  die 
Curve  Of,  a„  y  ß^,  /i,  bezeichnet,  auf  welcher  die  Enden  des  be- 
wegten Bahnstücks  fortgleiteten.  Die  Veränderung,  die  in  dem 
inducirenden  Strom  hervorgebracht  ist,  ist  aber  keine  andere,  als 
die,  welche  durch  das  Eintreten  des  Stroms/^  in  die  mit  tt  be- 
zeichnete Curve,  in  welcher  im  Anfange  kein  Strom  floss,  hervor- 
gebracht wird.  Das  Eintreten  eines  Stromes  von  der  Intensität 
j^  in  die  Bahn  it  inducirt  also  in  dem  Leiterumgang  s  eine 
elektromotorische  Kraft,  deren  Ausdruck  e.j\P[7t-'&],  oder  wenn 
für  P(7r-s)  sein  Werth  gesetzt  wird,  und  statt  y^  der  Buchstabe 
j  gebraucht  wird : 

(2)  —  -|  fi/  S  Z cos  {Bs  •  Z>7f), 

[41]  wo  die  Integrationen  auf  die  geschlossenen  Curven  it  und  s 
auszudehnen  sind.  Da  dieser  Ausdruck  gilt,  welche  Formen 
auch  n  und  s  haben,  so  schliesst  man  hieraus,  dass  jedes  Strom- 
element Dtc  in  jedem  Leiterelement  J)s^  sofern  diese  Elemente 
geschlossenen  Umgängen  angehören ,  dadurch ,  dass  die  Strom- 
intensität des  Umganges ,  zu  welchem  D  7t  gehört ,  von  0  bis  j 
wächst,  eine  elektromotorische  Kraft  inducirt,  welche  den  Aus- 
druck : 


(4)  l-eySS 
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,     •  Ds  T>7t        ,^      ^    , 
(3)  — \f.j cos  (2>5-i>7r) 

hat.  Statt  des  Ausdrucks  in  [1)  kann  man ,  zufolge  der  Nach- 
weisung, weichein  §  1  bei  Ableitung  der  Gleichung  (13)  aus 
(12)  gegeben  ist,  schreiben 

Ds  Dtc  dr  dr 
ds  die 

und  also  auch  als  elementare  Wirkung  der  Induction  durch 
Intensitätsveränderung  setzen 

.Ds Dtz  dr  dr 

^  '  ^  ''        r       ds  die 

Die  Absicht  der  Ausdrücke  in  (3)  und  (5)  für  die  elementare 
Induction  durch  Intensitätsveränderung  ist,  durch  sie  den  An- 
theil  zu  bestimmen,  welchen  ein  gegebener  Theil  der  Strombahn 
7t  an  der  durch  die  ganze  Bahn  inducirten  elektromotorischen 
Kraft  hat ,  oder  den  Theil  derselben ,  welcher  in  einem  gege- 
benen Stück  des  geschlossenen  Leiterumganges  erregt  ist.  Man 
erhält  diese  Theile  der  elektromotorischen  Kraft,  wenn  man  die 
Integrationen  in  (2)  und  (4)  auf  die  in  die  Rede  stehenden  Stücke 
der  Curven  tt  und  s  beschränkt. 

Aus  dem  Vorstehenden  folgt,  dass,  wenn  in  einem  Strom- 

Clement  Da  die  Stromstärke/  während  ö  t  einen  Zuwachs  -7-  ö  t 

erhält,  dadurch  in  dem  Element  Ds  eines  geschlossenen  Leiter- 
umgangs s  eine  elektromotorische  Kraft  erregt  wird,  welche  den 
Werth 

(6)  -  4  £  ö  <  DsDg^  i,o^{Ds-Do)-^ 

^  '  ^  r  dt 

hat,  und  dass  die  durch  den  ganzen  Stromumgang  in  dem  ganzen 
Leiterumgang  während  ö  t  inducirte  elektromotorische  Kraft 

(7)  £Ö^P(g.s)-^ 

[42]  ist;  die  Summe  derselben,  welche  in  dem  Zeitraum  von  t^ 
bis  t,f  erregt  ist,  ergiebt  sich  durch  Integration  dieses  Ausdrucks 
nach  ö  t  zwischen  t^  und  t^^ ,  und  ist  also 

t., 

dl 

dt 

t. 


(8)  sßtP{g 
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Hierin  kann  P{g-  s)  eine  Function  der  Zeit  sein ,  entweder  weil 
die  Lage  der  Elemente  von  s  oder  die  Lage  der  Elemente  von  g 
von  dieser  Grösse  abhängen  oder  weil  beide  Curven  zugleich 
mit  der  Zeit  sich  verändern. 

Die  vorstehenden  Ausdrücke  in  (7)  und  (8)  gelten,  wenn  der 
Leiter  verzweigt  ist,  für  jeden  einfachen  Umgang  desselben,  und 
wenn  der  inducirende  Strom  verzweigt  ist,  für  jeden  seiner  ein- 
fachen Umgänge ,  aus  welchen  er  zusammengesetzt  gedacht 
werden  kann. 

Ich  werde  jetzt  nachweisen,  dass,  wenn  eine  Intensitäts- 
veränderung infolge  der  Verrückung  der  Stromelemente  eintritt, 
die  ganze  inducirte  elektromotorische  Kraft,  von  der  ein  Theil 
durch  die  Verrückung  der  Elemente,  der  andere  durch  die 
Variation  der  Stromintensität  erregt  ist,  gleich  ist  dem  mit  e 
multiplicirten  Unterschied  der  Werthe,  welche  das  Potential  des 
inducirenden  Stroms  in  dem  End-  und  Anfangszustand  seiner 
Elemente  in  Bezug  auf  den  von  der  Stromeinheit  durchströmten 
Leiterumgang  hat.  Ich  werde  dies  zuerst  in  einigen  einfachen 
speciellen  Fällen  thun,  von  welchen  aus  sich  das  Resultat  leicht 
verallgemeinern  lassen  wird. 

Es  sei  der  inducirende  Strom  ohne  Verzweigung,  und  er  be- 
stehe aus  einem  ruhenden  Bahusttick  a  und  einem  bewegten  ß. 
Die  Fortführung  dieses  Stücks  geschehe  in  dem  Zeitraum  von 
t^  bis  t^^  und  wirke  inducirend  auf  einen  ruhenden  Leiterumgang  s. 
Das  Verhältniss  der  Leitungswiderstände  in  a  und  ß  sei  so,  dass 
die  Stromstärke/  durch  die  Fortführung  des  Bahnstücks  ß  sich 
von/,  in///  verändert.  Die  von  a  und  ß  gebildete  geschlossene 
Bahn  nenne  ich  g  und  bezeichne  sie  durch  g^  und  g,,  in  der  An- 
fangs- und  Endposition  von  ß. 

Der  Antheil  der  elektromotorischen  Kraft,  welcher  durch 
die  Fortführung  der  Elemente  von  ß  inducirt  wird,  hat  nach 
(10)  §  2  den  Ausdruck 

(9)  eßtj^Pis-s) 

[43]  und  der  durch  die  Veränderung  der  Stromstärke  inducirte 
Antheil  ist  nach  (8)  dieses  Paragraphen: 

dt  ' 

wo  die  Integrationen,  in  beiden  Ausdrücken  auf  das  Intervall 
von  t^  bis  t,^  auszudehnen  sind.    Die  Summe  F  dieser  beiden 


(10)  efhtPig 
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Antheile,  d.  i.  die  ganze  inducirte  elektromotorische  Kraft 
ist  also 

d.  i. 

(11)  i^=£{y„P(g,,.s)-y,P(c,vs)}. 

Dies  ist  für  den  speciellen  vorliegenden  Fall  der  Satz ,  welcher 
bewiesen  werden  sollte.  Man  sieht  aber  sogleich,  dass  man  zu 
demselben  Resultat  gelangt,  wenn  man  den  Strom  aus  einer  be- 
liebigen Anzahl  Bahnstücken  bestehend  voraussetzt,  dass  man 
ihren  Gleitstellen  ruhende  oder  bewegte  Unterlagen  geben  kann, 
dass  man  endlich  die  Elemente  des  Leiterumgangs  gleichzeitig 
mit  den  Stromelementen  beliebig  verschieben  kann,  ohne  dass 
der  Ausdruck  für  jPin  (II)  dadurch  eine  Veränderung  erleidet, 
wenn  nur  Strom-  und  Leiterumgang  unverzweigt  ist.  Denn  da 
in  allen  diesen  Fällen  der  durch  die  Verschiebung  der  Elemente 
erregte  Theil  der  elektromotorischen  Kraft  durch  (9),  der  durch 
die  Intensitätsveränderung  erregte  Antheil  durch  (10)  aus- 
gedrückt ist,  und  F  die  Summe  dieser  beiden  Theile  ist ,  so  gilt 
die  Gleichung  (11)  überhaupt  für  einfache  Strom-  und  Leiter- 
umgänge, muss  nun  aber,  in  dieser  Verallgemeinerung,  so  ge- 
schrieben werden : 


(12) 


F=e{j),P[g,rhr)-j\P[Sr^;))' 


Es  ergiebt  sich  ferner,  dass,  wenn  der  inducirte  Leiter  verzweigt 
ist,  da  in  diesem  Falle  (9)  und  (10)  die  eben  bezeichneten  Theile 
der  elektromotorischen  Kraft,  welche  in  jedem  einzelnen  Um- 
gang, der  aus  seinen  Zweigen  gebildet  werden  kann,  erregt  wird, 
ausdrücken,  die  Gleichung  (11)  für  jeden  solchen  Umgang  gilt, 
und  durch  sie  die  in  ihm  inducirte  elektromotorische  Kraft  be- 
stimmt wird. 

Behufs  der  Beurtheilung 
der  Induction  durch  beliebig 
verzweigte Inducenten,  werde 
ich  zuerst  wieder  ein  ein- 
faches hierher  gehöriges  Bei- 
spiel behandeln.  Fig.  6  stelle 
den  inducirenden  Strom  dar, 
er  besteht  aus  den  [44]  drei 
Zweigen  a,  ß,  y,  von  denen, 
während  «  und  y  ruhen ,  ß 
aus  der  Lage  ß^  in  die  Lage  ß^^  fortgeführt  wird ,  wodurch  in 


Fig.  6. 
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einem  in  der  Nähe  befindlichen  Leiterumgang  s  die  elektro- 
motorische Kraft  F  inducirt  wird.  Diesen  verzweigten  Strom 
sehe  ich  als  aus  zwei  einfachen  Strömen  zusammengesetzt  an, 
von  denen  der  eine  seine  Bahn  in  dem  aus  a  und  ß  gebildeten 
Umgang  hat,  der  andere  in  dem  aus  a  und  y  gebildeten.  Die 
Stromstärke  in  dem  ersteren  Umgang  werde  ich  durch  y^,  in 
dem  anderen  durch  y^  bezeichnen.  Die  Anfangs-  und  End- 
werthe  dieser  Grössen  sollen  jß, ,  jy^  und  jß^^ ,  jy^^  sein.  Ebenso 
sollen  a,  /?,  y  in  ihren  Anfangs-  und  Endzuständen  bezeichnet 

werden.  Das  Integral  — ^w^ cos  {Da -Ds],  aus- 
gedehnt in  Bezug  auf  Ds  auf  den  ganzen  Leiterumgang  s  und 
beschränkt  in  Bezug  auf  Da  respective  auf  die  Bahnstücke 
a,  1^,  y,  will  ich  durch  P(a-s),  P(/?' s),  P(/-s)  bezeichnen.  Das 
Potential  des  ganzen  inducirenden  Stroms,  den  ich  durch  g  be- 
zeichne ,  in  Bezug  auf  die  Stromeinheit  in  s  soll  Q  (?  •  s)  sein, 
so  dass 

(1 3)   Q  (g .  s)  =jß  (P  (a .  s)  -f  P(/? .  s)}  +jy  {P[a  ■  s)  4"  P[7  ■  s)}. 

Die  durch  die  Verschiebung  der  Stromelemente  in  s  indu- 
cirte  elektromotorische  Kraft  Pist  die  Summe  derjenigen,  welche 
von  jedem  der  einfachen  Umgänge,  in  welche  der  Inducent  zer- 
legt ist,  erregt  wird.  Also  hat  man  mit  Rücksicht  auf  das  in 
(11)  in  Beziehung  auf  einfache  Umgänge  erhaltene  Resultat: 

P=      e{jßJPia,ys)  +  P(/?,,.s))-y^,(P{a/s)  +P{ß,-s))} 

^     ^         +4y7//(^K-s)  +  ^(///s))-y^,(P(«,.s)-l-P(//s))), 

worin  in  dem  vorliegendem  Falle,  wo  der  aus  a  und  y  gebildete 
Umgang  unverändert  bleibt 

P{a,, .  s)  -h  P{/„  •  s)  =  P(«, .  s)  -\-  P{y, .  s] . 

Statt  (14)  kann  man  mit  Rücksicht  auf  (13)  schreiben 

(15)  F=e{Q{g„-^)-Q{9r^)l 

wodurch  der  Satz,  welcher  nachgewiesen  werden  sollte,  er- 
reicht ist. 

Jede  andere  Zerlegung  des  gegebenen  Stromes,  z.  B.  in  die 
zwei  Umgänge,  welche  durch  aß  und  yß  gebildet  werden,  führt 
zu  demselben  Resultat.  Ich  werde,  obwohl  gar  keine  Schwierig- 
keit dabei  ist,  die  Betrachtung  für  diese  Zerlegung  noch  durch- 
führen. Ich  werde  die  Stromstärke  in  dem  [45]  Umgang  aß 
jetzt  durch  J^  und  in  dem  Umgang  ßy  durch  jy  bezeichnen. 


Inducirte  elektrische  Ströme.  Abh.  II.   §  4.  49 

Die  Grösse y„  ist  dieselbe,  wie  vorher;  dies  ergiebt  sich  daraus, 
dass  in  jedem  Zweige,  also  auch  in  y  dieselbe  Stromstärke  vor- 
handen sein  muss,  auf  welche  Art  die  Zerlegung  auch  vor- 
genommen wird;  aus  demselben  Grunde  ist  auchy^,  die  jetzige 
Stromstärke  in  a,  gleichy^-j-y^ ,  welches  nach  der  ersten  Art 
der  Zerlegung  die  Stromstärke  in  diesem  Zweige  war.  Die 
Summe  der  von  den  beiden  einfachen  Strömen/^  und/j,  indu- 
cirten  elektromotorischen  Kraft  ist 

Es  ist  in  dem  Gliede,  welches  sich  auf  den  Strom  y^  bezieht, 
dem  P  iß  •  s)  das  negative  Vorzeichen  gegeben ,  weil  die  Rich- 
tung, nach  welcher  das  durch  diese  Grösse  bezeichnete  Integral 
zu  nehmen  ist,  entgegengesetzt  ist  deijenigen,  nach  welcher  das- 
selbe Integral  in  dem  Gliede  genommen  ist,  welches  sich  auf  den 
Strom  y^^  bezieht. 

Der  vorstehende  Ausdruck  redueirt  sich,  wie  man  sogleich 
sieht,  auf 

er  verwandelt  sich  übrigens  in  den  Ausdruck  (14),  wenn  man 
die  Relationen  y„„  =  y^„ +y;///,  ya/=y/?/ +y7/  berück- 
sichtigt. 

Man  übersieht  leicht,  dass,  wenn  wir  bei  dem  in  Fig.  6  (Seite  47) 
dargestellten  Inductionsfall  bleiben,  aber  während  der  Fort- 
führung des  Bahnstücks  ß ,  den  aus  a,  y  gebildeten  Umgang 
eine  beliebige  Formveränderung  erfahren  lassen,  an  der  Glei- 
chung für  F  (15;  dadurch  nichts  verändert  wird,  dass  aber, 
wenn  der  inducirte  Leiterumgang  nicht  ruht,  vielmehr  seine 
Elemente  eine  beliebige  Verschiebung  erfahren ,  die  Gleichung 

(15)  sich  verwandelt  in 

(16)  i^=6{Q(g„.s„)-Q(g,.s,)}. 

Nach  dieser  Discussion  eines  Beispieles  eines  verzweigten 
Inducenten  variabler  Intensität,  wird  es  leicht  sein,  die  Betrach- 
tung allgemein  anzustellen.  Es  sei  ein  beliebig  verzweigter 
Strom  gegeben,  dessen  Elemente  beliebig  verschoben  werden, 
diese  Verschiebung  und  die  dadurch  hervorgebrachte  Intensitäts- 
veränderung inducirt  in  einem  in  der  Nähe  befindlichen  ein- 
fachen Leiterumgang,  dessen  Elemente  gleichfalls  eine  beliebige 
gleichzeitige  Verschiebung  erfahren ,  einen  Strom ,  es  soll  die 
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Summe  der  inducirten  elektromotorischen  [46]  Kraft  bestimmt 
werden.  Es  werde  der  inducirende  Strom  in  die  einfachen 
Ströme  zerlegt,  aus  deren  üebereinanderlagerung  er  ent- 
standen gedacht  werden  kann,  ihre  Umgänge  seien  a,  ß,  ••  v---. 
und  ihre  Stromstärken  y^ ,  j»^  "/,'■■  Di^  Anfangs-  und  End- 
zustände sollen  wieder  durch  beigefügte  Strichelchen  bezeichnet 
werden.  Den  ganzen  inducirenden  Strom  nenne  ich  g  und  in 
seinem  Anfangszustand  und  Endzustand:  g^  und  g^^.  Die  ent- 
sprechende Bedeutung  haben  s,  s,,  s,,  für  den  inducirten  Leiter- 
umgang. Das  Potential  von  g  in  Bezug  aufs,  diesen  Umgang 
von  der  Stromeinheit  durchströmt  gedacht,  ist  Q  [g  ■  s),  so  dass 

(17)  Q(e-s)=y«P(a-s)-f-y^P(^-s)  +  ..  =  @j;p(^.s), 

wo  das  Summenzeichen  (S  auf  alle  einfachen  Umgänge,  in  welche 
der  Inducent  zerlegt  ist,  sich  bezieht. 

Die  von  dem  Umgange  v  inducirte  elektromotorische  Kraft 
ist  nach  (12) 

«  {Jv„  P  K  •  ^?:  —Jv,  P  {'^,  •  s,] ). 

Die  von  dem  ganzen  Inducenten  erregte  Kraft  F  ist  die  Summe 
der  von  seinen  einfachen  Umgängen  inducirten  elektromotorischen 
Kräfte,  also 

(18)  F=e<B-{j\,„P{v,r^,)  -Jr;P{vr^)] 
oder  nach  (17) 

(19)  P=e(Q(g,,.sJ-Q(g,-s,)). 

Durch  diese  Gleichung  ist  der  Satz,  welcher  im  Eingange  dieser 
Abhandlung  als  ein  neues  Princip  der  mathematischen  Theorie 
der  Induction  aufgestellt  ist,  in  seiner  ganzen  Allgemeinheit 
bewiesen. 

Ich  will  hier  nur  noch  einem  Bedenken  begegnen ,  welches 
bei  der  Herleitung,  die  ich  eben  für  diese  Gleichung  gegeben 
habe,  entstehen  könnte.  Dies  Bedenken  bezieht  sich  auf  den 
Fall,  wo  die  Anzahl  der  einfachen  Stromumgänge,  in  welche  der 
Inducent  zu  zerlegen  ist,  vor  und  nach  der  Verrückung  seiner 
Elemente  verschieden  ist.  Die  Discussion  eines  einzelnen  sol- 
chen Falles  wird  hinreichen,  zu  zeigen,  dass  dieser  Umstand, 
wenn  er  eintritt,  ohne  Einfluss  auf  die  Gleichung  (19)  ist. 
Unter  Anzahl  von  Umgängen ,  in  welche  der  Strom  zu  zerlegen 
ist,  ist  die  kleinste,  durch  welche  dies  geschehen  kann,  ver- 
standen; dies  ist  eine  durch  die  Verzweigung  des  Stromsystems 
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vollkommen  bestimmte,  und  gleich  der  Anzahl  von  Wegen, 
welche  das  [47]  Stromsystem  gestattet,  um  von  einem  Punkte 
desselben  aus  zu  ihm  zurückzukehren,  ohne  einen  Theil  des 
Weges  doppelt  zu  gehen.  Anschaulicher  wird  die  kleinste  An- 
zahl von  Stromumgängen,  in  welche  ein  verzweigter  Strom  zer- 
legt werden  kann,  wenn  man  sich  die  Strombahn  mit  ihren  Ver- 
zweigungen in  eine  Ebene,  oder  eine  andere  Fläche  so  gelegt 
denken  kann ,  dass  die  Zweige  sich  in  keinen  anderen  Punkten 
als  in  den  Stromtheilungsstellen  schneiden.  Dadurch  wird  in 
dieser  Fläche  ein  Stück  begrenzt,  das  Stromgebiet,  innerhalb 
dessen  alle  Stromzweige  liegen,  und  dasselbe  in  Stromfelder 
theilen.  Die  Anzahl  dieser  Stromfelder  ist  dann  das  Minimum 
der  Anzahl  von  einfachen  Umgängen,  in  welche  das  Stromsystem 
zerlegt  werden  kann.  Jeder  dieser  Stromumgänge  kann  wieder 
auf  verschiedene  Weise  zerlegt  werden,  z.  B.  kann  jeder  als 
ein  Aggregat  von  Strömen  in  derselben  Bahn  angesehen  werden. 
Nach  dieser  allgemeinen  Bemerkung  wende  ich  mich  zu  dem 
speciellen  Fall. 

Es  sei  in  Fig.  7  der  inducirende  Strom  dargestellt.  Er  besteht 
aus  dem  Stamm  aßy  und  den  Zweigen  ßdey  und  ßi-ty.  Die 
Induction  wird  durch  die 
Fortführung  des  Bahn- 
stücks ß'/  in  die  Lage  ß^y, 
erregt.  Vor  der  Fortfüh- 
rung des  Bahnstücks  be- 
steht das  Stromgebiet  aus 
drei  Feldern,  nach  der 
Fortführung  aus  vier,  vor 
der  Fortführung  muss  der 
Strom  also  wenigstens  in 
drei,  nach  derselben  in  vier 

einfache  Umgänge  getheilt  werden.  Es  hindert  aber  Nichts  den 
Inducenten  auch  schon  vor  der  Fortführung  des  Stücks  ßy  m 
vier  Stromumgänge  zu  zerlegen,  und  diese  so  zu  wählen,  dass 
sie  denjenigen  nach  der  Fortführung  entsprechen.  Ich  zerlege 
nach  der  Fortführung  in  die  Umgänge  aß^y^a,  ad-z-y^a,  adea 
und  af^ia,  nenne  diese  respective  ß,  x,  ö  und  /.ly  und  die  Strom- 
stärken in  ihnen  j'g ,  jy ,  etc.  Vor  der  Verrückung  fallen  die 
beiden  Umgänge  ß  und  /,  zusammen,  und  bilden  den  einen  Um- 
gang aßy ,  den  ich  cc  nennen  will,  in  welchem  also  ein  Strom  von 
der  Intensität y^  -HÄ  =/«  fliesst.  Die  Anwendung  der  Formel 
(18)  auf  den  vorliegenden  Fall  giebt 
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F=    e{jß„P{ß„'sj  -f-j;^,p(x,,.s„)  +y^^^,p((j,,.s„)  +y^^^p(^^,,.s„)} 

worin  man,  daP(/?,s,)  =P(x/S,)  =  P(a,-s,)  und  y^,+y^,=yj^, 
ist,  statt  Jß^  P  [ß,  •  s,)  +  j\,,  P{j^,  •  S/)  setzen  kann,  y^,  P  («,  •  s,) . 
Hieraus  ergiebt  sich ,  dass  für  die  Anwendung  die  vermittelnde 
Betraclitung ,  nach  welcher  j'^  vor  der  [48]  Verrückung  des 
Bahnstücks  iny^undy^  zerlegt  wurde,  unnöthig  ist,  welches 
auch  schon  daraus  erhellt ,  dass  der  vorstehende  Ausdruck  für 
i^von  dem  in  (19)  nicht  verschieden  ist. 


§5. 

W.  Weher  hat  in  seiner  Abhandlung:  elektrodynamische 
Maassbestimmungen  u.  s.  w.  den  Weg  gebahnt,  welcher 
über  die  Kluft  in  unserer  Kenntniss  der  elektrostatischen  und 
elektrodynamischen  Wirkung  der  Elektricität  führen  wird.  Er 
zeigt,  wie  die  Ampere'%(ih.QTx  Gesetze  für  die  Wirkung  zweier 
Stromelemente  aus  der  Wirkung  der  positiven  und  negativen 
Elektricität  des  einen  Elements  auf  die  beiden  Elektricitäten  des 
anderen  abgeleitet  werden  können.  Diese  Analyse  der  Ampere- 
schen  Gesetze  führte  zu  dem  Grundgesetz  für  die  Wirkung 
zweier  elektrischen  Massen,  nach  welchen  diese  nicht 
allein  von  ihrer  relativen  Entfernung,  sondern  auch  relativen 
Geschwindigkeit  und  deren  Veränderung  abhängig  ist.  Dieses 
Grundgesetz  erklärt  zugleich ,  wie  Weher  gezeigt  hat ,  die  In- 
duetionserscheinungen  und  giebt  ihre  Gesetze.  Der  Gegenstand 
dieses  Paragraphen  ist  nachzuweisen ,  wie  weit  die  im  Vorher- 
gehenden erhaltenen  Resultate  mit  den  aus  Weheres  Grund- 
gesetz der  elektrischen  Wirkung  abgeleiteten  Inductionsgesetzen 
übereinstimmen. 

Bezeichnet  man  mit  rj^  und  e,  zwei  elektrische  Massen,  jede 
in  einem  Punkt  concentrirt  gedacht,  durch  r  ihre  Entfernung 
zur  Zeit  t,  so  hat  die  Wirkung  von  >j,  auf  e,  nach  Weher?, 
Grundgesetz  die  Richtung  von  r  und  ihre  Grösse  ist  aus- 
gedrückt durch 
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dr 
worin/ und  a  zwei  Constanten  sind,  -7-  die  relative  Geschwindig- 

d  y 
keit  der  Massen  iq,  und  e,  und  -^-^  ö  t  das  Inkrement  dieser  Ge- 
schwindigkeit.   Diese  Wirkung  ist  abstossend ,  wenn  1/,  und  e, 
gleiche  Vorzeichen  besitzen,  und  anziehend  bei  entgegengesetzten 
Vorzeichen. 

Um  hieraus  die  Wirkung,  welche  zwei  Stromelemente  auf 
einander  ausüben,  abzuleiten,  denkt  man  sich  jedes  von  gleicher 
Menge  positiver  und  negativer  Elektricität  in  entgegengesetzter 
Richtung  durchströmt ,  und  summirt  [49]  die  vier  Wirkungen, 
welche  die  zwei  Elektricitäten  des  einen  Elements  auf  die  zwei 
des  anderen  ausüben.  Ich  nenne  Da  und  Ds  die  Stromelemente 
und  bezeichne  durch  ztrjDa  und  ±eDs  ihre  Elektricitäts- 
mengen,  wo  =b»j  und  ±e  die  Producte  aus  den  Dichtigkeiten 
in  die  Querschnitte  der  Strombahn  sind.  Die  Geschwindigkeiten, 
mit  welchen  +7^  Da  und  — rjDa  in  der  Strombahn  g  sich 

bewegen,  sind  +  ^-  und y- ,   und   ebenso   sind  die  Ge- 

cit  dt 

seh  windigkeiten ,  mit  welchen  zheDs  sich  in  der  Strombahn  s 

ds 
bewegen,  ± —-  •    Die  Stromstärken  sind  mit  den  durch  jeden 

Querschnitt  der  Strombahn  durchströmenden  Elektricitätsmengen 
proportional ,  so  dass ,  wenn  J  und  i  die  Stromstärken  va.  Dg 
und  Ds  bezeichnen ,  und  a  und  u  die  Stromgeschwindigkeiten 
bis  auf  einen  constanten  Factor,  den  man  =  1  setzen  kann, 

.da  .  ds 

^^>  •^  =  '?^  =  ^«  '  =  'dt==''' 

ist. 

Die  Entfernung  der  Stromelemente  D  o  und  D  s  werde  ich 
durch  [ri-e]  bezeichnen,  wenn  sie  sich  auf  die  in  ihnen  fliessenden 
-\-  ?j  und  +  e  beziehen  soll ,  durch  ( —  »?  •  e) ,  wenn  sie  sich  auf 
—  f]  und  +  e  beziehen  soll  u.  s.  w.  Diese  Unterscheidungen 
von  r  in  (±  ?;  •  ±  e)  ist  erforderlich,  weil  diese  Grössen,  ob- 
wohl alle  vier  gleich  r  sind,  doch  ungleiche  Differentialquotienten 
in  Bezug  auf  die  Zeit  besitzen.  Sie  soll  auch  nur  für  die  Be- 
zeichnung dieser  Differential quotienten  angewandt  werden. 

Die  Wirkung  der  beiden  Stromelemente  Do  und  Ds  ist  die 
Summe  von  folgenden  vier  Ausdrücken 
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frie 


(3) 


frje 


DgDs 


dt 

d( —  e 


2r 


DoDs 


l         16  U       dt 


1r 


dp 

c?2( — e-rj) 


dp 


Die  Summe  der  beiden  ersten  Ausdrücke  giebt  die  Wirkung  des 
Elements  Dö ,  d.  i.  seiner  beiden  Elektricitäten  auf  die  positive 
Elektricität  des  Elements  Ds,  die  Summe  der  beiden  anderen 
Ausdrücke  die  Wirkung  von  Dg  [50]  auf  die  negative  Elek- 
tricität in  Ds.  Mit  der  Differenz  dieser  beiden  Summen  ist  die 
Kraft  proportional,  welcbe  die  beiden  Elektricitäten  in  dem  Ele- 
mente Ds'vü.  der  Richtung  von  r  zu  trennen  strebt.  Multiplicirt 
man  diese  Differenz  mit  dem  Cosinus  des  Winkels,  unter  welchem 
T  gegen  das  Element  Ds  geneigt  ist,  so  erhält  man  den  Theil 
dieser  Kraft,  welcher  die  Trennung  der  beiden  Elektricitäten  in 
Ds  \x\.  der  Richtung  von  Ds  zu  bewirken  strebt,  d.  i.  die 
elektromotorische  Kraft,  welche  das  Element  Dö  auf 
das  Element  Ds  ausübt. 

Die  Summe  der  beiden  ersten  Ausdrücke  in  (3)  ist,  wenn 
der  Kürze  wegen  statt  a^f  gesetzt  wird  g : 


—  giqe 


DgDs 

16  •r2 


Idje-ri)'^  _  ld{e-  —  r])\ 
\     dt    I        \       dt       ) 

—  2r| 


d'^ie 


dt 
d^ie- 


n 


und  die  der  beiden  letzten : 


—  grje 


Dg  Ds 

16  -7-2 


id[ — e Tq)V^       ld[ — e-?;)\2 


!r  j 


dt 


)-(-^) 


V) 


dt 
d^i—e 


vr 


df^ 


dt^ 


Die  Summe  beider  vorstehenden  Ausdrücke  giebt  die  elektro- 
dynamische Wirkung  von  Dg  auf  Ds ^  und  führt  in  ihrer  wei- 
teren Entwickelung  zu  den  ^W2/?ere'schen  Gesetzen.  Die  Diffe- 
renz derselben  mit  einer  Constanten  h  multiplicirt  und  mit  dem 


Inducirte  elektrische  Ströme.   Abh.  II.  §  5. 


55 


(4) 


.    dr      . 
Cosinus  der  Neigung  von  r  gegen  Ds,  d.  i.  mit  -7-,  giebt  die 

elektromotorische  Kraft,  welche  Do  auf  Ds  ausübt.   Ich  be- 
zeichne diese  mit  E^  Do  Ds,  und  setze  ffh  =  a^,  so  wird: 

(ld{e"r]]\^.(d[—e-ri)Y     (d{e—rj)Y     ld[—e — >j)\2 


_— a^J 
'~   16r2 


Idje-ri))^     Idi-e-rj^     ld[e—ri)\^      ld[-e—ri)\ 
\     dt    )  '^\      dt     )      \      dt     }      \        dt       ) 


dt 
2) 


[e-Tq] 


dt      j       \      dt 
d'^l — e-rj)      d\e — ri) 


dH 


dt 

e — ri)\ 


df^ 


df^ 


df^ 


dr 

ds 


Um  diese  Formel  sogleich  auf  den  allgemeinsten  Inductionsfall 
anzuwenden,  nenne  ich  w  und  0  die  Wege,  aufweichen  die  Ele- 
mente der  Strombahnen  Do  und  Ds  fortgeführt  werden,  öw 

,.        __  .    da)       ,  do 

und  öo  bezeichnen  die  Elemente  dieser  Wege,  sowie  —r-  und  ^- 

at  dt 

die  Fortführungsgeschwindigkeiten . 

Die  Entfernung  r  der  Elektricitäten  in  den  beiden  Bahn- 
elementen Do  und  Ds  ist  eine  Function  der  vier  von  einander 
unabhängigen  Grössen  o,  s,  w,  o,  die  ihrerseits  Functionen  der 
Zeit  t  sind,  sodass 


d?'       drdo       drds       drdw       drdo 
dt        do  dt        ds  dt       dio  dt        do  dt 


[51]  und 

d^r 
"dt 


~      'diXdV^ 


d'^7'   ds         c?2r   dw         d^r   do\ 


do  id^r  do 

dtXdo'^  dt       dsdodt       dwdodt 

ds  j  dP-r   da   .   d^rds  .     d^r   dco 


do  do  dt) 
d'^r    do\ 


+ 


dt  Xdo  ds  dt 


do 


>(_dh 


ds^dt      dcDds  dt 
d'^r   ds   .    d'^r  dw 


dt  [dodtü  dt 


da 


doijh 


dsdw  dt 
d'^r   ds 


dio"^  dt 
dP-r   dio 


do  ds  dt) 
d'^r    do\ 
dodui  dt) 


dtydododt       dsdodt      dtado  dt       do"^  dt) 
drd-o       drd^s       drd'^ca       drd^o 
'^'dödt^^'dsdP^dw'di^'dödW' 

Man  erhält  hieraus  die  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten 
von  [e-r]),  wenn  man  beide  Stromgeschwindigkeiten  -7-  und  -j- 
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/72  Q  /7 2  Q 

und  ihre  Diflferentialquotienten  -^-^  und  -z-^  positiv  nimmt,  die- 

/7  o  (72.  o 

jenigen  von  { —  e  •  rj),  wenn  dem  -7-  und  -j-^  das  negative  Vor- 

(7  (j  r72  fT 

zeichen  gegeben  wird,  während  -7-  und  -j-^- positiv  bleiben.  All- 
gemein erhält  man  diese  beiden  Differentialquotienten  von 
(±  e  •  i  ^) ,  wenn  man  in  vorstehenden  Ausdrücken  von 
dr      ^dP-r       ,,  ds      d'^s     da     d^a  ^.        j.  j.     ,ds 

di  ""^  dfi  ""*'  Tt'  dP'  7i'  JP  ™P"="™  "'*^'-  -  dl  • 

±  -^r^ ,  ±  ^-  und  ±  -j-r  •    Dies  giebt 


dt 


dp- 


\     ^O       \      ^!{      /       l      ^i5      /       \         dt        I 


dr  da}\  dr  da 


(dr  do       dr  d(ji\  dr 
\do  dt       dio  dt)  da 


dt'-- 


und 


=  «{ 


df^     "*"        df^  df^  df^ 

d'^r    do 


d'^r    dco\da    ,    ,  drd^a 

> u  4 

do)  da  dt)  dt  dadf^ 


Xdoda  dt 
Diese  Werthe  in  (4)  substituirt  geben 

d'^r 


(5)       E 


n 


Si^erj  da 


dt 


do  d(o 
d'^r 


dr  dr\  dr  dco 
da  dtüf  ds  c 
dr  dr\  dr  do 


(d^r  dr  dr\  dr  du 

da  dco        ^  da  diu)  ds  dt 


+  i 


(d^r  dr  dr\  dr  do 

dado       ^  da  doj  ds  dt 

9?-eri  dr  drd'^a 


r     da  ds  dt'^ 
da 


oder,  wenn  nach  (2)  y]  -7-  =/  gesetzt  wird  und    [52] 


dt 


(6) 


d'^a 
"^-dp- 


dj 
dt  ' 


und  zugleicli  statt  a^e  der  Buchstabe  e  eingeftlhrt  wird, 
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f7al 


E,= 


^J 


\    do  cho        ^  do  dco) 


-m 


+  i 


d^r 
da  do 
€  dj  dr  dr 
r  dt  do  ds 


dr  dr 


^  da  doj  dt 


dco 
'dt 
do 


dr 
ds 


Man  ersieht  aus  diesem  Ausdruck  für  E^,  dass  die  elekti-o- 
motorische  Kraft,  welche  das  Stromelement yZ>ff  auf  Z>s  ausübt, 
unabhängig  ist  von  der  Stromgeschwindigkeit  in  Ds  oder  von 
der  Stromstärke  dieses  Elements,  deshalb  denken  wir  uns  diese 
=  0,  und  nennen  Ds  das  Leiter element,  im  Gegensatz  von 
Da ,  welches  das  Stromelement  genannt  wird. 

Die  von  dem  Stromstück  g  in  dem  Leiterstück  s  in  dem  Zeit- 
raum von  f^  bis  t^^  inducirte  elektromotorische  Kraft,  weicheich 
mit  F  bezeichne ,  erhält  man  durch  die  Integration  von 
E^  Da  Ds  ht  nach  Da ,  Ds  und  bt  zwischen  den  Grenzen  der 
Stücke  g,  s  und  des  Zeitintervalls  t,.  —  t,.    Es  ist  also : 


(7b) 


=  i!sy^E^ 


DaDsU. 


Der  einfachste  Fall  ist  ersichtlich  der,  wo  weder  die  Strom-  noch 
die  Leiterelemente  eine  Ortsveränderung  erleiden,  also  -r^  =  0 


dt 


do 


und  -^-=  0  ist,  die  Induction  demnach  allein  durch  eine  In- 
dt 

tensitätsveränderung  des  Stroms  in  g  hervorgebracht  wird.    In 

diesem  Falle  wird 


(8) 


J  r  da  ds  dt 


Es  sei  g  ein  einfach  geschlossener  Stromumgang,  so  dass/ 
innerhalb  desselben  constant,  allein  von  t  abhängt;  die  nach  }st 
ausgeführte  Integration  giebt  dann,  wenn/,  "^^^j,,  die  Strom- 
stärken von  g  zur  Zeit  t,  und  t^,  bezeichnen, 

wofür  man  nach  der  Auseinandersetzung,  welche  in  §  l  bei  Ab- 
leitung der  Gleichung  (13)  aus  (12)  gemacht  ist,  setzen  kann  [53] 


i  £  [jvf,  —jvr  i  w  —  COS  [Dv  •  Ds)  Bv  Ds 
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(10)  F=  —  \b  {j„—j,]li%  ~  co^  [Da  •  Ds)  Do  Ds. 

Ist  der  Inducent  ein  verzweigter  Strom,  so  zerlegen  wir  ihn 
in  einfache  Umgänge ;  einer  dieser  Umgänge  sei  v ,  der  in  ihm 
fliessende  Strom  habe  die  Stärke/^,  und  zur  Zeit  fy  und  t^^  sei 
diese  j'^,^  und  j'y^^ .  Die  durch  r  in  s  inducirte  elektromotorische 
Kraft  ist : 

r 
und  die  durch  den  ganzen  Inducenten  inducirte: 

(1 1)  F=  -  i  €  @  •  [j],,,  -j\},  Z  S  |-  cos  (Z>«/  •  Ds)  Dv  Ds 

wo  die  durch  ©  •  bezeichnete  Summe  über  alle  einfachen  Um- 
gänge, welche  den  Inducenten  zusammensetzen,  auszudehnen  ist. 
Da  s ,  sofern  ein  inducirter  Strom  zu  Stande  kommen  soll, 
ein  geschlossener  Umgang  ist,  irgend  einer  derjenigen,  welche, 
wenn  der  inducirte  Leiter  verzweigt  ist,  aus  seinen  Zweigen  ge- 
bildet werden  können,  so  kann  man  statt  (10)  schreiben 

(12)  i^=£(y„-y,)P(g.s) 

und  statt  (11) 

{13)F=£(S- (y,„-y„,)P(r-s)  =e{Q(e„.s)  -  Q(g,-s)}, 

wo  P  (g  •  s)  das  Potential  von  g  in  Bezug  auf  s  bezeichnet,  beide 
Umgänge  von  der  Stromeinheit  durchströmt  gedacht,  und  Q(S/"S) 
und  Q  [q,,  •  s)  das  Potential  des  Inducenten  im  Anfangs-  und 
Endzustand  in  Bezug  auf  den  von  der  Stromeinheit  durch- 
strömten Leiterumgang  s. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Fall,  wo  die  Induction  allein  durch 
Ortsveränderung  der  Leiterelemente  Ds  erregt  wird,  die  unter 
dem  Einfluss  eines  ruhenden  und  constanten  Stroms  stattfindet. 

Da  in  diesem  Falle  -fr  =  0  und  -r-  =  0 ,  so   erhält  man  aus 
dt  dt 

(7  a)  und  (7b),  wenn  statt  der  Integration  nach  ö^  die  nach  öo 

eingeführt  wird : 

/.  .\    T7  yQA    DsDo  {     d'^r  .  drdr\dr 

Durch  das  entsprechende  Verfahren ,  mittelst  dessen  in  §  1 


I 
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aus  der  Gleiehung  (6)  die  Gleichung  (10)  abgeleitet  wurde,  er- 
hält man  hieraus ,  wenn  [54]  die  Grenzen  der  Integration  nach 
öo,  Ds  und  Da  respective  mit  o^,  o,,,  s,,  s,,  und  ff,,  ff,,  be- 
zeichnet werden, 


[15) 


+ 


1  dr  dr\ 

\Ds  Dg 


-i--s/[if:M'^-- 


wo  die  Klammern  []  dieselbe  Bedeutung  haben  als  in  (10)  §  1. 
Da  der  ruhende  Inducent  keine  Gleitstellen  besitzt,  so  ist 
die  Integration  nach  Do  über  den  ganzen  Stromumgang  aus- 
zudehnen, sei  es,  dass  dieser  für  sich  den  Inducenten  bildet,  oder, 
dass  er  einer  der  ihn  zusammensetzenden  Stromumgänge  ist. 
Es  fallt  also  hier  immer  ff,  mit  ff,,  zusammen,  und  daher 


F  = 


(16) 


Ujl^-^^]noDs 

^  "^         yr  do  ds\ 

0, 


Erinnert  man  sich,  dass  die  inducirte  elektromotorische  Kraft  F 
unter  der  Voraussetzung ,  dass  /  =  1  ist ,  durch  ^  in  §  1  be- 
zeichnet wurde ,  so  sieht  man ,  dass  die  vorstehende  Gleichung 
mit  der  in  (11;  §  1  völlig  übereinstimmt,  und  sie  also  auch 
identisch  mit  der  in  (28)  daselbst  ist,  d.  i.  mit 


(171 


i^=£{Q(g.s„)-Q(g.s,:). 


Gehen  wir  jetzt  zur  Betrachtung  eines  dritten  Falles,  in 
welchem  der  inducirte  Leiter  ruht,  und  die  Induction  durch  die 
Verschiebung  der  Elemente  eines  constanten  Stroms  erregt  wird. 


Tx    1  .       (Jo        ^        ^    dj 
Da  hier  -^-  =  0   und  -f- 
dt  dt 


0,  so  erhält  man  aus  (7  a)  und 
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(7b),  wenn,  wie  ich  zunächst  annehme,  der  Inducent  unver- 
zweigt ist:  [55] 

iio\  TP         TQ  A     DsDoj      dP-r  .  dr  dr\dr 

Dies  dreifache  Integral  lässt  sich  wie  das  entsprechende  in  (14) 
auf  ein  Aggregat  von  Doppelintegralen  zurückführen ,  welches 
man  aus  (15)  erhält,  wenn  darin  statt  o,  o,,  o^,  gesetzt  wird: 
<u,   w,,    tu,,;    aus  diesem   Aggregat  versehwindet   das   Glied 

s,, 

ri  pr  1   clr  dr'X 
—  ^ejiij  I  —  -3-  - —  j  Z)  (7  b  w  ,  weil  die  Integration  nach  D  s 

s. 

in  (18)  auf  den  geschlossenen  Umgang  s  auszudehnen  ist,  da  in 
ihm  als  einem  ruhenden  Umgang  keine  Gleitstellen  vorhanden 
sind.   Demnach  ergiebt  sich  aus  (18) 


F  = 


(19) 


to,. 


Dieser  Ausdruck  verwandelt  sich ,  wenn  in  g  keine  Gleitstellen 
vorhanden  sind,  weil  dann  o,  mit  (X,,  zusammenfällt,  in 

(20,  ^=i.yZS[l|r^^]i..i,., 

CO, 

was  gleichbedeutend  ist  mit 

(21)  F=e{Q[g,,-^)  -  Q(?,.s)}. 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man,  wenn  der  Inducent  auf  be- 
liebige Weise  verzweigt  ist ,  unter  der  Voraussetzung ,  dass  er 
keine  Intensitätsveränderung  erleidet  und  keine  Gleitstellen  be- 
sitzt. Man  hat  ihn  in  diesem  Falle  in  einfache  Umgänge  zu  zer- 
legen, für  jeden  derselben  gilt  die  Gleichung  (20)  und  die  Summe 
dieser  Gleichungen  giebt  den  Ausdruck  (21). 

Die  Uebereinstimmung  der  Formeln  (13),  (17)  und  (21)  mit 
denen  in  den  früheren  Paragraphen  ist  vollständig.  Anders 
verhält  es  sich  mit  der  Gleichung  (19),  welche  die  von  einem 
einfachen  Stromumgang  inducirte  elektromotorische  Kraft  unter 
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der  Annahfee  ausdrückt,  dass  derselbe  aus  einem  bewegten 
Leiterstück  mit  den  Grenzen  ö,  und  ö„  und  einem  ruhenden 
besteht.  Die  dieser  Gleichung  entsprechende,  wie  sie  aus  meinem 
Inductionsgesetz  [56]  sich  ergiebt,  wird  aus  der  Gleichung  (5) 
in  §  2  abgeleitet,  indem  diese  auf  Doppelintegrale  zurückgeführt 
wird.    Man  erhält  aus  derselben : 

^  Yr  do  ds} 

^       J  yr  ds  d(ji}\ 


(22)  "„.  SR- 

\  dr  dr 


Die  Vergleichung  dieses  Ausdrucks  für  E  mit  dem  von  F=^jB 
in  (19)  zeigt  den  wesentlichen  Unterschied,  dass  die  beiden 
letzten  Doppelintegrale  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  haben. 
Dieser  Unterschied  tritt  am  reinsten  hervor,  wenn  man  die 
beiden  Formeln  auf  solche  Inductionsfalle  anwendet,  in  welchen 
die  von  den  Stromelementen  durchlaufenen  Wege  geschlossene 
Bahnen  sind,  d.  h.  wo  jedes  Stromelement  zur  Zeit  <,,  sich  an 
demselben  Ort  befindet ,  von  welchem  es  zur  Zeit  t^  ausging ; 
dann  fallen  to,  und  oj„  zusammen  und  man  hat  nach  (19) 


IW 


dagegen  nach  (22) 

,24)      i^=y£=-iyS/[iJl^]i>..«.        SR. 

Es  ist  also  die  Summe  der  elektromotorischen  Kraft,  welche 
während  des  Umlaufs  der  Elemente  des  Inducenten  erregt  wird, 
nach  beiden  Formeln  dieselbe,  die  Richtung  des  inducirten 
Stroms  aber  die  entgegengesetzte.  Die  Beobachtung  entscheidet 
für  die  Formel  (24).  Es  muss  also  untersucht  werden,  worin  bei 
Ableitung  der  Formel  (23)  aus  TFie^er's  Grundgesetz  gefehlt 
worden  ist.  Der  Umstand ,  dass  der  in  Rede  stehende  Wider- 
spruch nur  bei  Inducenten  mit  Gleitstellen  eintritt,  führt  die 
Betrachtung  sogleich  auf  diese.  Hier  treten  neue  Elemente  in  die 
Strombahn  ein,  oder  heraus,  in  welchen  also  die  Stromstärke 


62 


Franz  Neumann. 


sich  innerhalb  einer  sehr  kurzen  Zeit  von  0  bis/  oder  von/ bis  0 
verändert,  und  die  durch  diese  ihre  Intensitätsveränderung  einen 
inducirenden  Effect  ausüben,  welcher  in  meinen  Formeln  schon 
enthalten  [57]  ist,  der  aber  bei  der  Anwendung  des  TFe^er'schen 
Grundgesetzes  noch  berücksichtigt  werden  muss. 

Um  den  Erfolg  dieser  Berücksichtigung  in  einem  einfachen 
Beispiel  kennen  zu  lernen,  werde  ich  die  elektromotorische  Kraft 
bestimmen,  welche  hiernach  zu  dem  durch  (19)  gegebenen  Werth 
von  F  in  dem  in  Fig.  8  dargestellten  Inductionsfall  noch  hinzu- 
zufügen ist.  Hier  stellt  aßy 
den  inducirenden  Strom  vor, 
die  Induction  wird  durch 
Fortführung  des  Bahnstücks 
ßy  aus  der  Anfangsposition 
ß^y^  in  die  Endposition  ß„y,f 
erregt,  wobei  die  Intensität 
des  Stroms  j  unverändert 
bleiben  soll.  Die  Endelemente 
dieses  bewegten  Stücks  bei 
ß  und  y  sollen  dieselben 
bleiben,  sie  gleiten  auf  den  ruhenden  Unterlagen  ß^ß,,  und  y^y^, 
und  bringen  deren  Elemente  nach  und  nach  in  die  Strombahn. 
In  jedem  dieser  Elemente  wird  in  dem  Augenblick  seines  Ein- 
tritts in  diese  Bahn  ein  Strom  erregt,  der  in  einer  äusserst  kurzen 
Zeit  die  Intensität  y  erreicht.  Ich  werde  die  Elemente  von  ß,ß,f 
durch  hß  und  die  von  y^y^^  durch  'by  bezeichnen.  Die  elektro- 
motorische Kraft,  welche  durch  die  Stromveränderung  des 
Elements  ö/5  von  0  bis  /  in   dem  Leiter  s  inducirt  wird,  ist 

ö/?  /  öE^  ^t  Ds,  worin  der  Werth  von  E^  aus  (7a)  zu  setzen 
ist  mit  Rücksicht   darauf,    dass  —7-r  =  0   und  -tt  =  0  ist. 


dt 


dt 


Dies  giebt 

oder,  indem  die  Integration  nach  ö  t  ausgeführt  wird, 

.^^01  dr  dr  ^ 

Vertauscht  man  hierin  ß  mit  /,  so  erhält  man  den  Ausdruck  für 
die  elektromotorische  Kraft,  welche  in  s  durch  die  Stromverände- 


J 
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rung  des  Elements  ö  y  von  0  bis/  erregt  wird.  Von  diesen  Aus- 
drücken sind  die  Summen  nach  ö  Iß  zwischen  ß,  und  /i^,  und  nach 
by  zwischen  /,,  und  /,  zu  nehmen,  um  die  durch  die  Unterlagen 
/?,/J^,  und /^/,,  inducirte  elektromotorische  Kraft  zu  erhalten; 
hierbei  ist  angenommen,  dass  der  inducirende  Strom  in  dem  be- 
wegten Bahnstück  von  /i  nach  y  fliesse,  und  er  also  die  erste 
Unterlage  nach  der  Richtung  von  /i,  nach  ß^^ ,  die  zweite  in  der 
Richtung  von  y„  nach  /,  durchströme.  Diese  Summen  müssen 
zu  dem  in  (19)  für  i^ gegebenen  Werthe  noch  hinzuaddirt  werden. 
Dies  giebt  [58] 

(0,, 

^  -^         yr  da  ds\ 

w, 
a, 

.    ,      .PQ  ^  dr  dr  ^  ^^  ^         ,     .  fO  l  dr  dr .     ^ 


i*> 


r  dß  ds 


r  dy  ds 


und  hieraus  erhält  man 
(26) 


^=^^^Ht^M^^'>- 


da  die  übrigen  Glieder  sich  zerstören.    Denn  indem  man  das 

1  dr  dr\ 
r  ds  dw 


Zeichen  [1  auflöst,  ist  6  / ^-9— lz>sdw  = 

J  ir  ds  a wj 

t/  \  r  ds  da)/  J  \r  ds  dw/ 


Ds  öw 


und  hierin  ist  öw  in  dem  ersten  Gliede  das  Element  des  Weges, 
welchen  das  Ende  a^^  durchläuft ,  in  dem  zweiten  Gliede  ist  h  to 
das  Element  des  Weges ,  auf  welchem  das  untere  Ende  a^  des 
bewegten  Bahnstücks  ßy  bewegt  wird.  Diese  Wegeelemente 
sind  aber  respective  identisch  mit  ö/  und  hß ,  so  dass  man  auch 

schreiben  kann  :0/ r-^—iDsho)  = 

J  \^r  ds  diü\ 
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J  r  ds  dy  J  r  ds  dß 

Setzt  man  diesen  Werth  in  (25) ,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung 
(26).  Wenden  wir  diese  Gleichung  (26)  auf  den  oben  behandelten 
Fall  an,  in  welchem  die  Elemente  des  bewegten  Bahnstücks  ge- 
schlossene Bahnen  durchlaufen,  so  finden  wir  für  die  elektro- 
motorische Kraft,  welche  während  eines  ganzen  Umlaufs  des 
Bahnstücks  in  s  erregt  wird,  statt  des  Ausdrucks  in  (23)  diesen: 


(27) 


0, 


[59]  da  jetzt  für  alle  Elemente  Do  gleichzeitig  w,  mit  w,,  zu- 
sammenfallen. 

Zwischen  den  dreierlei  Ausdrücken  für  die  in  einem  be- 
stimmten Falle  inducirte  elektromotorische  Kraft  in  (23) ,  (24) 
und  (27)  musste  durch  die  Erfahrung  entschieden  werden.  Ich 
sagte  bereits,  dass  diese  zu  Gunsten  meiner  Formel  in  (24)  ent- 
schieden habe.  Ich  werde  ,  obgleich  ich  die  Beschreibung  von 
Experimenten  aus  dieser  Abhandlung  ausgeschlossen  habe ,  in 
diesem  Falle,  wegen  seiner  Wichtigkeit,  die  Vorrichtung,  deren 
ich  mich  zur  Prüfung  der  in  Kede  stehenden  Formeln  bedient 
habe,  in  kurzen  Umrissen  angeben. 

In  Fig.  9  ist  ein  Theil  des  Schliessungsdrahts  einer  galvani- 
schen Kette  a  ringförmig  ßyö  gebogen;    das  Ende  d  dieses 

Ringes  reicht  sehr 
nahe  an  seinen  An- 
fang /5,  ohne  mit  ihm 
in  leitender  Verbin- 
dung zu  stehen.  Eine 
im  Mittelpunkt  des 
Ringes  senkrecht 
auf  seiner  Ebene 
stehende  rotirende 
Axe  eri  führt  das 
bewegliche  Bahn- 
stück £  y  mit  sich  im 
Kreise  herum  und 
zwar  so ,  dass  sein  Ende  in  y  auf  dem  Ringe  schleifend  fort- 
geführt wird.  Der  inducirende  Strom/  tritt,  von  a  kommend,  bei 
ß  in  den  Ring  und  bei  y  aus  ihm  heraus  in  das  bewegliche  Bahn<|fl 
stück,  aus  diesem  in  die  leitende  Axe  « ?; ,  bei  tj  kehrt  er  durclM 
die  ruhende  Drahtleitung  tj  C  nach  a  zurück.    Diese  Richtung 


Fig.  9. 
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des  Stroms  ist  durch  die  Pfeile  in  der  Figur  angedeutet.  Con- 
centrisch  um  den  King  liegt  ein  kreisförmiger  Leiter  b cd,  in 
welchem  durch  die  Bewegung  des  Bahnstücks  s  y  ein  Strom  in- 
ducirt  wird.  Wenn  das  bewegliche  Bahnstück  von  ß  über  /  bis  ö 
fortgeführt  ist,  kann  die  Bahn  desselben,  wegen  der  geringen 
Entfernung  von  d  bis  ß,  als  geschlossen  angesehen  werden,  und 
deshalb  können  die  in  (23),  (24),  (27)  gegebenen  Formeln  zur 
Bestimmung  der  während  eines  Umlaufs  entwickelten  elektro- 
motorischen Kraft  angewandt  werden.  In  Beziehung  auf  die 
Formeln  in  (23)  und  (24)  muss  man  bemerken,  dass  das  mit  (7„ 
bezeichnete  Ende  des  beweglichen  Bahnstücks  ys  das  in  der 
rotirenden  Axe  srj  liegende  Ende  £  ist,  in  Beziehung  auf  wel- 
ches also  hcü  =  0  ist.    Demnach  verwandelt  sich  (23^  in 


8)  ir=_.yS/l^_r^/).b™ 


dr  dr 
und  meine  Formel  in  (24)  in 

(29)  P=4.yS/l^-^-i>..<.,  9i. 

60]  während  die  Formel  (27) 

(29a)  F=0  2Bi. 

giebt.  In  den  vorstehenden  Integralen  ist  öw  das  Element  des 
Ringes  ßyd,  und  die  Integration  nach  diesem  Element  ist  auf 
den  ganzen  Ring  auszudehnen. 

Aus  der  Formel  (29)  ,  welche  für  F  das  mit  e  multipli- 
cirte  Potential  des  vom  Strome/  durchströmten  Ringes  ßyö  in 
Bezug  auf  den  von  der  Stromeinheit  durchströmten  Leiter  giebt, 
folgt  eine  negative  Richtung  des  inducirten  Stroms  bcd,  dessen 
positive  Richtung  in  demselben  Sinne  wie  bei  dem  inducirenden 
Strome,  nämlich  von  b  nach  c  gerechnet,  dagegen  (28)  zwar  die- 
selbe elektromotorische  Kraft,  aber  die  entgegengesetzte  Strom- 
richtung giebt.  Um  Richtung  und  Grösse  des  inducirten  Stroms 
zu  beobachten,  war  folgende  Einrichtung  getroflfen.  Der  indu- 
cirte kreisförmige  Leiter  war  bei  b  unterbrochen ,  und  hier  mit 
zwei  Fortsätzen  e  und  f  versehen ,  von  denen  einer  unmittelbar 
mit  dem  einen  Ende  des  Multiplicatordrahts  in  Verbindung  stand, 
der  andere  aber  zu  einer  Metallfeder  ging,  welche  in  schleifender 
Berührung  mit  einer  Metallhülse  stand,  die  isolirt  auf  die  roti- 
rende  Axe  erj  gesteckt  war.    Der  inducirte  Strom  ging  also 
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durch  diese  Feder  in  die  Hülse,  trat  aus  dieser  durch  eine  zweite 
gegen  sie  drückende  Metallfeder  wieder  heraus ,  und  ging  aus 
dieser  zu  dem  anderen  Ende  des  Multiplicatordrahts.  Die  Hülse 
hatte  einen  Ausschnitt,  der  mit  Holz  ausgefüllt  war,  auf  welcher 
die  eine  Feder  in  dem  Augenblick  lag,  als  das  bewegliche  Bahn- 
stück ye  bei  ö  den  Ring  ßyö  verliess,  um  bei  ß  von  Neuem  mit 
ihm  in  leitende  Verbindung  zu  treten.  In  diesem  Augenblick 
nämlich  wird  die  Schliessung  des  Inducenten  unterbrochen,  und 
wieder  hergestellt,  es  verschwindet  sein  Strom,  und  tritt  wieder 
auf,  dadurch  wird  aber  in  dem  Leiter  keine  Induction  erregt, 
weil  er  ihr,  nach  der  eben  angegebenen  Vorrichtung,  keine  ge- 
schlossene leitende  Bahn  darbietet.  Zum  Multiplicator  gelangt 
also  nur  der  durch  die  Bewegung  des  Bahnstücks  ye  inducirte 
Strom,  und  lässt,  da  er  bei  fortgesetzter  Drehung  der  Axe  srj 
immer  in  derselben  Richtung  fliesst ,  Richtung  und  Intensität 
beobachten.  Die  Beobachtung  zeigte  gegen  die  Formel  (27) 
einen  inducirten  Strom ,  und ,  was  die  Richtung  desselben  be- 
trifft, gab  sie  dieselbe,  so  wie  meine  Formel  in  (29)  es  fordert. 
Um  zu  beweisen ,  dass  durch  diese  Formel  nicht  bloss  die  Rich- 
tung, sondern  auch  die  Stärke  des  inducirten  Stromes  richtig 
ausgedrückt  wird,  wurde  auf  folgende  Weise  verfahren.  Die 
Feder,  welche  die  leitende  Verbindung  in  der  inducirten  Strom- 
bahn unterbrach,  wurde  soviel  höher  [61]  gestellt,  dass  sie  den 
mit  Holz  ausgefüllten  Ausschnitt  der  Hülse,  durch  den  eben  die 
Unterbrechung  bewirkt  wurde,  nicht  mehr  traf.  Den  inducirten 
Strömen  wird  jetzt  immer  eine  geschlossene  Bahn  geboten.  Zum 
Multiplicator  gelangen,  bei  fortgesetzter  rascher  Drehung  der 
Axe  £  Tj ,  drei  Ströme  innerhalb  sehr  kurzer  Zeit ,  nämlich  der 
durch  die  Bewegung  des  Bahnstücks  sy  inducirte,  dann  der 
durch  das  Verschwinden  des  inducirenden  Stroms  inducirte ,  in 
dem  Moment,  wo  das  bewegliche  Bahnstück  den  Ring  bei  ö  ver- 
lässt,  und  endlich  der  durch  sein  Wiederauftreten  inducirte,  so- 
bald das  Stück  den  Ring  in  ß  wieder  erreicht.  Die  Kraft,  welche 
von  diesen  drei  Strömen  während  der  kurzen  Dauer  eines  Um- 
laufs des  Bahnstücks  £  y  auf  die  Magnetnadel  des  Multiplicators 
ausgeübt  wird,  ist  mit  der  Summe  ihrer  elektromotorischen  Kräfte 
proportional;  je  nachdem  das  Vorzeichen  dieser  Summe  positiv 
oder  negativ  ist,  wird  die  Nadel  auf  der  einen  Seite  oder  der 
anderen  des  Meridians  ihre  beinahe  feste  Stellung  nehmen,  oder 
sie  wird,  wfenn  jene  Summe  =  0  ist,  in  ihrer  Stellung  im  Meri- 
dian verharren. 

Den  Ausdruck  für  die  durch  das  Verschwinden  des  Stroms 
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inducirte  elektromotorische  Kraft  erhält  man  aus  (9) ,  wenn  darin 
y,^  =  0,  y,  =y  gesetzt  wird  ;  dies  giebt 


i«y2S 


\   dr  dr 

— y~Dg  Ds . 

r  da  ds 


Dieselbe  Gleichung  (9),  wenn  dariny^,  =y  undy,  ^=  0  gesetzt 
wird,  giebt  die  durch  Wiederauftreten  des  inducirenden  Stroms 
erregte  elektromotorische  Kraft 

^ejLO ^-j-  DgBs. 

^  r  da  ds 

In  dem  ersten  Ausdruck  ist  die  Integration  nach  Da  über  die 
ganze  inducirende  Strombahn,  einschliesslich  ihres  ringförmigen 
Theils  auszudehnen,  in  dem  zweiten  ist  dieser  ringförmige  Theil 
auszuschliessen.  Daher  giebt  die  Summe  dieser  beiden  Aus- 
drücke ein  entsprechendes  Doppelintegral,  in  welchem  die  Inte- 
gration nach  Da  auf  die  Elemente  des  Ringes  ßyd  zu  be- 
schränken ist.  Setzt  man ,  um  dies  zu  bezeichnen ,  in  dieser 
Summe  statt  Da  und  .3  respective  öw  undy,  so  ist  dieselbe 

'  -   "^     J  r  ds  dco 

[62]  Addirt  man  diese  elektromotorische  Kraft  zu  derjenigen, 
welche  durch  die  Bewegung  eines  Umlaufes  des  Bahnstücks  ey 
erregt  ist,  so  geben  die  Formeln  (28),  (29)  und  (29a),  als  Summe 
der  elektromotorischen  Kräfte  der  drei  aufgeführten  Ströme, 
wenn  diese  Summe  durch  F,  bezeichnet  wird,  respective 

F--eAf'-^^Dsiu,,  SB. 

'  ''     J  r  ds  dto 

F,=  0,  ^. 

r<  4     -^  r^   dr  dr  ^    ^  -„ 

Die  Beobachtung  zeigt,  dass,  wenn  die  Drehung  rasch  geschieht, 
die  Nadel  im  Meridian  bleibt,  also  -F,=  0,  wodurch  die  Richtig- 
keit meiner  Formel  in  (24)  sowohl  in  Beziehung  auf  die  Rich- 
tung als  die  Stärke  des  inducirten  Stroms  erwiesen  ist,  da  aus 
Beobachtungen  anderer  Art  die  Richtigkeit  des  Ausdrucks  (30) 
festgestellt  ist. 

Webers  Grundgesetz  der  elektrischen  Wirkung  hat  sich  in 
so  vielen  und  verschiedenartigen  Fällen  bewährt,  dass  dasselbe 

5* 
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durch  die  vorstehenden  Bemerkungen  nicht  zweifelhaft  gemacht 
werden  kann,  vielmehr  muss  die  Art,  wie  es  auf  den  vorliegenden 
Fall  zur  Anwendung  gebracht  ist,  in  Zweifel  gezogen  werden. 
Bei  weiterer  Reflexion  über  diese  Anwendung  erregt  der  Ge- 
brauch ,  welcher  von  der  Gleichung  (2)  in  (6)  gemacht  worden 
ist,  Verdacht. 

Folgende  Betrachtung,  die  aber  weniger  durch  ihre  Evidenz, 
als  durch  ihren  Erfolg  gerechtfertigt  wird,  führt  dahin,  den 
Theil  dieser  Gleichung  rechter  Hand  zu  verdoppeln ,  wenn  sie 
auf  die  Elemente  in  den  Gleitstellen  angewandt  wird.  Während 
des  Zeitelements  ö^,  in  welchem  ein  Element  der  Gleitstelle  in  die 
Bahn  des  inducirenden  Stroms  eintritt,  erlangt  seine  Elektricität 
den  endlichen  Zuwachs  an  Geschwindigkeit  von  0  bis  s.  Dieser 
Zuwachs  muss  angesehen  werden,  als  wäre  er  der  Elektricität 

des  Elements  stetig  ertheilt,  so  dass  derselbe  —  ö  nach  Verlauf 

n 

1  1 

von  —  öHst,  weil  nach  ~hi  erst  der  wte  Theil  des  Elements 
n  n 

der  Gleitstelle  in  die  Strombahn  eingetreten  ist.  Die  Elektricität 
dieses  Elements  kann  also  angesehen  werden ,  als  durchliefe  sie 
während  ö  t  den  Weg  ^  ö  ö  ^.  Die  Stromstärke  desselben  Ele- 
ments erfährt,  während  ö^  den  endlichen  Zuwachs  von  0  bis/. 
Dieser  Zuwachs  ist  proportional  [63]  mit  der  während  ö  t  durch 
das  Element  durchgeströmten  Elektricitätsmenge,  dividirt  durch 
ö^,  oder  proportional  mit  dem  durch  ht  dividirten  Wege,  wel- 
chen die  Elektricität  des  Elements  während  ö  t  durchlaufen  hat. 

CLG 

Diesen  Weg  fanden  wir  ^att^  also  ist  /  =  |^  ?;  ö  =  |^  jji  -7-  • 

Demnach  ist  in  der  Gleichung  (5) ,  sofern  sie  auf  Elemente  in 

den  Gleitstellen  angewandt  wird,  statt  der  Gleichung  (6)  zu 

d'^-G       „  dj 
setzen:,^  =  2-^^-. 

Bringt  man  diese  Bemerkung  zur  Anwendung  auf  den  oben 
behandelten,  in  Fig.  8  (Seite  62)  dargestellten  Inductionsfall,  so 
ist  in  (25)  der  Theil  der  elektromotorischen  Kraft,  welcher  von 
der  Intensitätsveränderung  der  Elemente  der  Unterlage  herrührt, 
zu  verdoppeln.  Dies  trifft  die  Glieder  dieser  Gleichung,  welche 
unter  den  Integralzeichen  die  partiellen  Differentiale  von  r  nach 
/i  und  y  haben.  Dadurch  entsteht  aus  (25)  statt  der  Gleichung 
(26)  die  folgende 
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'   ''         |_r  cIg  d8\ 
(31)  '"'  202- 

,     .  ro  1  dr  dr  ^  ,^  -^         .      .  CO  l  dr  dr .    ^ 

welche,  da 

.  rO  i  dr  dr  ^  ,  ^         ,      .  TQ  l   dr  dr 

I*.  !■• 

1  dr  dr'] 


-i-s/[}f£]--" 


ist,  mit  meiner  Formel  in  (22)  identisch  ist,  und  also  als  durch 
die  Erfahrung  bestätigt  angesehen  werden  kann. 

Macht  man  bei  der  Bildung  des  allgemeinen  Ausdrucks  für 
die  inducirte  elektromotorische  Kraft  von  der  Bemerkung  Ge- 
brauch, welche  der  Gleichung  (31)  zu  Grunde  liegt,  so  kommt 
dies  darauf  hinaus,  dass  in  (7a)  statt  des  letzten  Gliedes,  welches 

di 
den  Factor  -j-  enthält ,  in  allen  den  Fällen ,  [64]  wo  dasselbe 

sich  auf  die  Elemente  bezieht ,  welche  in  den  Gleitstellen  nach 
und  nach  in  die  inducirende  Strombahn  eintreten  oder  heraus- 
treten, dessen  doppelter  Werth  gesetzt  werden  muss.  Geschieht 
dies ,  so  wird  eine  vollständige  üebereinstimmung  zwischen  den 
Inductionsformeln ,  die  sich  aus  dem  >Fe6er'schen  Grundgesetz 
der  elektrischen  Wirkungen  ableiten ,  und  meinem  allgemeinen 
Inductionstheorem  herbeigeführt.  Diese  Behauptung  soll  noch 
gerechtfertigt  werden . 

Betrachten  wir  den  in  Fig.  8  (Seite  62)  vorgestellten  In- 
ductionsfall  mit  der  Erweiterung,  dass  bei  der  Fortführung  des 
Bahnstücks  ßy  nach  und  nach  mehr  Elemente  dieses  Stücks  in 
die  Strombahn  eintreten,  und  hierauf,  wie  ich  der  Einfachheit 
halber  annehme,  darin  bleiben.  Dann  ist  in  (25),  wenn  das  Glied 

tu,, 

4£/2io| ; — t-\Do  Ds  alle  die  Elemente  des  bewegten 

-   "^         yr  da  ds\ 

Bahnstücks  umfasst ,  welche  vom  Anfange  bis  zum  Ende  ihrer 
Bewegung  innerhalb  der  Strombahn  sich  befinden,  zu  diesem 
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Gliede  noch  in  Beziehung  auf  die  Elemente  dieses  Stücks  ßy , 
welche  erst,  nachdem  sie  den  Weg  w  beschrieben  haben ,  in  die 
Strombahn  eintreten,  zu  addiren  die  Grösse: 


■^i^^HT^i^l^^^' 


und,  wegen  der  Stromerregung  in  ihnen, 

1  dr  dr 


•^         \r  da  dsf 


Die  Summe  dieser  beiden  Grössen  ist : 

cu,,  w 

Die  Parenthesen  ()  mit  ihren  Indices  w,,  und  w  bezeichnen, 
dass  die  Elemente  D  a ,  auf  welche  die  eingeschlossene  Grösse 
sich  bezieht ,  respective  in  ihren  Endpositionen  sich  befinden, 
■oder  eben  die  Gleitstellen  erreicht  haben.  Addirt  man  zu  dem 
vorstehenden  Ausdruck  das  zweite  Glied  in  (25),    nämlich  [65] 

I =-  -r—   Z>  (7  hco,  und  nennt  jt  und  ött  die  Unterlage 

^  "    J  Ir  ds  d(x)] 

der  Gleitstelle  und  ihr  Element,  so  erhält  man 

0),,  o. 

Wird  hierzu  endlich   der  doppelte  Werth  der  beiden  letzten 
Glieder  in  (25),  nämlich 


/'Q  1   drdr.,,  ^  .PO  1  dr  dr 
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und  das  erste  Glied  daselbst  4^£/2iO -^ — —\DöDs  in  der 

-■  "^         yr  da  ds\ 

0), 

vorher  angegebenen  Beschränkung  addirt,  so  erhält  man 

(0,, 

^   "^         L^'  da  ds] 


'  S  Ö  f  0  , 


VC  r  1   dr  d 

worin  nun  in 


Zo , — r-lDoDs  alle  Elemente   Da  be- 

ir  da  dsj 


tu. 


griflen  sind,  welche  bei  der  Anfangsposition  des  Bahnstücks  ßy 
und  bei  seiner  Endposition  sich  innerhalb  der  inducirenden 
Strombahn  befinden.    Diese  Gleichung  ist  identisch  mit 

i^=y{P(g,,.s)-p(g,.s)}. 

Zu  derselben  Formel  gelangt  man,  wenn  die  Endelemente 
des  bewegten  Bahnstücks  wiederholt  in  die  Strombahn  eintreten 
und  heraustreten.  Sie  giebt  überhaupt  den  Werth  der  elektro- 
motorischen Kraft,  welche  durch  [66]  einen  Strom,  dessen  Bahn 
aus  einem  ruhenden  und  einem  bewegten  Bahnstück  besteht, 
inducirt  wird,  ist  aber,  wie  leicht  ersichtlich,  unmittelbar  auf 
einen  Inducenten  anwendbar ,  der  aus  einer  beliebigen  Anzahl 
Bahnstücken  zusammengesetzt  ist ,  wenn  die  Unterlagen  in  den 
Gleitstellen  ruhen.  Durch  dieselben  indirecten  Betrachtungen, 
welche  in  §  2  und  §  3  angestellt  sind,  lässt  sich  aus  der  vor- 
stehenden Formel  der  Werth  von  F  in  allen  übrigen  Fällen, 
nämlich  in  den  Fällen,  wo  die  Unterlagen  in  den  Gleitstellen 
bewegt  werden,  und  in  denen,  wo  eine  gleichzeitige  Bewegung 
der  Strom-  und  Leitereiemeute  stattfindet,  ableiten,  und  diese 
führt  natürlich  zu  den  dort  erhaltenen  Resultaten. 


Anhang. 

lieber  den  Werth  des  Potentials  zweier  geschlossenen 
elektrischen  Ströme  in  Bezug  auf  einander. 


Das  Potential  eines  Systems  von  Kräften  in  Bezug  auf  einen 
Punkt  definire  ich  als  diejenige  Function  der  Coordinaten  dieses 
Punktes ,  welche  in  ihren  negativen  nach  diesen  Coordinaten 
genommenen  partiellen  Differential quotienten  die  mit  ihnen 
parallelen  Componenten  der  Wirkung  der  Kräfte  auf  diesen 
Punkt  darstellt.  Diese  Componenten  sind  positiv  gerechnet, 
wenn  sie  die  Richtung  der  positiven  Coordinaten  haben.  Wenn 
die  Kräfte  als  Wirkungen  von  Massentheilen  auf  Massentheile 
gedacht  werden,  wie  z.  B.  die  magnetischen  und  elektro- 
statischen, so  wird  angenommen,  dass  diese,  je  nachdem  sie 
gleichartig  oder  ungleichartig  sind,  d.  h.  mit  gleichen  oder 
entgegengesetzten  Vorzeichen  behaftet  sind,  sich  abstossen  oder 
anziehen. 

Das  Potential  eines  Systems  von  Kräften  in  Bezug  auf  ein 
festes  System  von  Punkten  ist  eine  Function  der  sechs  Grössen, 
durch  welche  der  Ort  und  die  Lage  dieses  festen  Systems  be- 
stimmt wird.  Um  diese  Function  zu  definiren,  nehme  ich  an, 
dass  der  Ort  des  festen  Systems  durch  drei  rechtwinklige 
Coordinaten  a,  6,  c  irgend  eines  zu  dem  System  gehörigen 
Punktes  A  bestimmt  sei ,  und  seine  Lage  durch  die  Richtung 
einer  durch  den  Punkt  A  gehenden  geraden  Linie  B ,  welche 
mit  dem  System  fest  verbunden  ist,  und  durch  den  Winkel  r/), 
welchen  eine  durch  B  gelegte  mit  dem  System  fest  verbundene 
Ebene  mit  einer  unveränderlichen  mit  B  parallelen  Ebene  bildet. 
Die  Richtung  der  Linie  B  sei  durch  u  und  ß  bestimmt.  Das 
Potential  [67]  eines  Kräftesystems  in  Bezug  auf  das  in  Rede 
stehende  feste  System  ist  diejenige  Function  der  sechs  Elemente 
a,  5,  c,  a,  ß,  cp,  deren  negaiive  partielle  Differentialquotienten 
nach  den  Coordinaten  a,  b,  c  die  Summe  der  mit  diesen  paral- 
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lelen  Componenten  der  Wirkung  geben ,  welche  die  Kräfte  auf 
das  System  ausüben,  und  deren  negativer  partieller  Diflferential- 
quotient  nach  cp  das  Drehungsmoment  der  Kräfte  um  die  Axe  B 
darstellt. 

Bezeichnet  man  durch  a  und  s  die  geschlossenen  Bahnen 
zweier  elektrischen  Ströme,  durch  Da,  Ds  ihre  Elemente  und 
durch  .(Z> ff  •  Z)ä)  den  Winkel,  unter  welchem  diese  Elemente 
gegeneinander  geneigt  sind ,  so  hat ,  wenn  J  und  i  die  Intensi- 
täten der  Ströme  ff  und  s  sind,  das  Potential  TI  des  einen  Stroms 
in  Bezug  auf  den  anderen  diesen  Ausdruck: 


n=  —  iiOLtj  cos  ^ 


(1)  n=  —  ^bLijco&^ ^ -DsDg 

worin 

(2)  ,.2=(^_^)2+(y_^)2+(^_r)2 

und  X,  y,  z  und  ^,  r],  t  die  Coordinaten  von  Ds  und  Da  sind. 
Die  Integrationen  in  (1)  beziehen  sich  auf  alle  Elemente  der  ge- 
schlossenen Umgänge  s  und  ff.  Bei  unverzweigten  Strömen 
treten  i  und/ aus  den  Integralzeichen  heraus,  weil  sie  hier  un- 
abhängig von  s  und  a  sind,  während  sie  bei  verzweigten  Strömen 
Functionen  der  Zweige  sind.  Die  letzteren  können  aber  immer 
in  einfache  Umgänge  von  constanter  Intensität  zerlegt,  und  die 
Integrationen  auf  diese  ausgedehnt  gedacht  werden.  Dies  ist 
bei  den  partiellen  Integrationen  im  Folgenden  geschehen.  Ich 
werde  zunächst  beweisen,  dass.  wenn  X,  Y,  Z  die  Summe  der 
mit  den  Coordinatenaxen  parallelen  Componenten  der  Wirkung 
von  ff  auf  s  sind,  und  der  Ort  und  die  Lage  von  s  durch  a,  b,  c-, 
a,  ß,  cp  bestimmt  sind,  man  hat 

X  —  —  —        Y—  —  —        z——^^ 

da  db  de 

Nach  den  ^7n/?«?re'schen  Formeln  hat  man,  wenn  durch 
XfyiDs,  YfjiDs,  Z^iDs  die  Componenten  der  Wirkung  von 
ff  auf  das  Element  Ds  bezeichnet  werden: 

x.,Ds=     ^ljVy-v)n§-^^-^)n,]Dy 

+  -2-  ^J = i = , 
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[68]  wofür,  wie  leicht  zu  ersehen  ist,  man  schreiben  kann 


frfl 


-\-llj-^cos{Ds'  I)g)BsD(t 
oder 

{dl       d^  I 

X„  =  -  i  Ij^  BS  -  -^  cos  IDs  .  Da)  Do\  • 
Ebenso  erhält  man 


(3). 


,4  <^7  1 

Y(j=  —  XLj{—^  Dr. =-^cos  [Ds-Dg]  Da\ 


U^       ä' 


\. 


Z„=~^lj{-^  Dl  —  -j^  cos  iDs  •  Do)  Do\ 

y  ds  dz  '  j 

Bildet  man  jetzt  den  Werth  von  X  =  O  X^  iDs,  das  Integral 
nach  den  einfachen  geschlossenen  Umgängen  von  s  genommen, 
und  berücksichtigt,  dass  innerhalb  dieser  Grenzen 

d- 
SI-£-DsD^^I[1,]d^=0, 

wo  die  Klammer  []  die  Differenz  derWerthe  bezeichnet,  welche 
die  von  ihr  eingeschlossene  Grösse  in  den  durch  die  beigefügten 
Indices  angedeuteten  Grenzen,  zwischen  welchen  integrirt  ist, 
besitzt,  so  ergiebt  sich 

d^ 

X  =  iHiJ-^ma{Ds-Da]I)sDa  , 
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wofür  man  schreiben  kann,    wenn  x  =  a-\-  x,,  y  z=:ib  -\-  y,, 
z  =  c  -\-  z,,  gesetzt  wird : 


V       ,  f/-  Q  Y  ..cos  i>s-Z)ff 
^  da  -^  r 


oder  in  Rticksicht  auf  fl] 


X  =  — 


dn 

da 


Auf  dieselbe  Weise  ergiebt  sich  1'  = 

dn 


Um  zu  beweisen,  dass 


d 


dn    ^  ^        dn 

—rj-  und   Z  = r—  ' 

db  de 

das    Drehungsmoment   der 


fP 


Wirkung  von  [69]  o  auf  s  in  Bezug  auf  Axe  B  ist,  welche  Lage 
diese  auch  hat,  ist  es  hinreichend,  dies  für  die  Fälle  nachzu- 
weisen, wo  B  mit  einer  der  Coordinatenaxen  parallel  ist.  Ich 
werde,  je  nachdem  B  mit  der  rr,  y  oder  2:  Axe  parallel  ist, 
den  Buchstaben  (p  mit  A,  1.1  oder  v  vertauschen ,  und  tp  nur  für 
den  allgemeinen  Fall  beibehalten.  Die  Drehungsmomente  in 
Bezug  auf  die  durch  den  Punkt  A  gehenden  mit  x ,  y  oder  z 
parallelen  Axen  seien  L,  M.  N. 

Es  sei  B  parallel  mit  der  2  Axe,  so  ist 

N=%i{[x-  a)  Y^  -iy-b)  X^}Ds 


und  hierin  die  Werthe  für  Y(j  und  X^  aus  (3)  gesetzt : 


N=-iSl4.-a^'2-:,-^§;^nsn. 


ds 


dl 

r 


d 


+  ^SlijGOB{Ds-Da)^^{x-a)  -^-{y-b) -^^.DsDa. 


Man  erhält  aber,  wenn  man  partiell  nach  Ds  innerhalb  eines 
einfachen  geschlossenen  Umgangs  integrirt : 
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S2{(.-.,g-„_.;^}!|z>.z>. 


s,. 


d^] 


d§ 


i—)ä-a^y-^^da 


Do- 


r  \ds  do     ds  da) 


worin,   weil  5,  und  5,,    zusammenfallen,    der   Theil    []    ver- 

s, 

sehwindet.    Demnach  wird 

^  r  \ds  da       ds  do) 


w 


</! 


^1 


-\- ^Slij  COS  [Ds  Do)  l{x—a)  ~^—{y—b]  ~^\  DsDa 

Diese  Gleichung  ist  identisch  mit 

^^      ,  d-  QV  .  •  cos  (Ds  •  Do)  _,    ^ 
5  N=^-i-oLtj -DsDa 

Dies  ergiebt  sich  aus  folgender  Betrachtung. 
[70]    Man  hat 

d  —       d  —  ,         d  —  ,         d  —  , 
r  r  dx  r  dy  r  dz 

dv        dx  dv        dy  dv        dz  dv 


und  weil 

so  ist 
d 


,^      ^  dB  dx    ,   drj  dy    ,   dt  dz 

cos  [DsDa  =  -1^  -r  +  -r-  -ß-  +  Y  -T-  ^ 
do  ds       da  ds       da  ds 


,T^      T^   s       dB  d-  dx      dr)  d-  dy    ,   d'C  d-  dz 

^    cosiDs-  Do]=~-^-j--\--T^^--f-  +  -f  -r--r\ 
dv        '  da  ds  dv       do  ds  dv       da  ds  dv 


und  hieraus,  da 
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dx 
Jv 

ersiebt  sich : 


=  -^y-^).  %  = 


dv 


(lz_ 
dv 


=  0, 


^1 
r 

dv 


=z={x  —  a 


d- 
r 

dy 


[y 


-—  COS  (Ds  .  2>  or)  =  -7^  -y- 
dv  da  ds 


b   -— 
'   dx 

d^dy^  . 
da  ds 


so  dass  also 


dv  r  r  \dads      dads) 


+ 


SS 


1 


ij  cos  [Ds-Do]  \  [x — a  — — 


d 


(^-^^^J^^^'^' 


wodurch  die  Gleichung  (5)   erwiesen  ist,  ftir  welche  man  auch 
schreiben  kann 

dv 

Giebt  man  der  Axe  B  die  Richtung  von  y  oder  x ,  so  erhält 
man  auf  dem  entsprechenden  'Wege 


31= 


dn 

du 


L  = 


dn 
dl 


Bildet  die  Axe  B  mit  x,  y,  z  die  Winkel  /,  m,  n,  so  ist, 
wenn  das  Drehungsmoment  in  Bezug  auf  dieselbe  jetzt  mit  It 
bezeichnet  wird,  nach  einem  bekannten  Satze 

R  =  Lcoal -\-  Mcoäm  +  iVcosw. 

[71]  Nennt  man  hl,  hi.t,  hv  die  drei  Drehungen  um  die 
durch  den  Punkt  A  gelegten  x,  y,  z  Axen,  welche  die  Drehung 
hcp  um  die  Axe  B  ersetzen,  so  dass 

ö/.  =  ör^cos/      ö«  =  öijpcosw      ör  =  ö(jpcosw, 

und  setzt  hieraus  die  Werthe  von  cos/,  co3»^,  cosw,  sowie  die 
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vorher  gefundenen  Werthe  für  Z ,  M,  N  in  den  vorstehenden 
Ausdruck  für  M,  so  erhält  man 

jdndl       cind^L      dndv\ 
\dl  dcp       du  d(p       dv  dcpf  ^ 
d.  i. 

d(p 


Anmerkuiigeii. 


Die  vorliegende  Abhandlung  enthält  drei  wichtige  Gesetze. 
Des  besseren  Zusammenhanges  willen  werde  ich  hier  noch  zwei 
weitere  Gesetze  in  den  Kreis  meiner  Betrachtungen  ziehen ,  im 
Ganzen  also  fünf  Gesetze  ins  Auge  fassen,  nämlich : 
I.  das  Atnpere' sehe  Gesetz, 
IL  das  JF.  Neuman?i- sch.Q  Potentialgesetz, 

III.  das  Ohm^ sehe  Gesetz, 

IV.  das  F.  Neumann'ache  Elementargesetz  der  inducirten 
Ströme, 

V.  das  F.  Neuman?i'sehe  Princip  der  inducirten  Ströme, 
von  denen  die  beiden  ersten  auf  ponderomotorische ,  hingegen 
die  drei  letzten  auf  elektromotorische  Kräfte  Bezug  haben.  Dabei 
möchte  ich  gleich  von  vornherein  bemerken ,  dass  mein  Vater 
das  Gesetz  V.  aus  IV.  abgeleitet  hat,  dass  also  nach  seiner 
Ansicht  zwischen  diesen  beiden  Gesetzen  vollständiger  Einklang 
herrscht ,  während  nach  meiner  Ansicht  ein  solcher  Einklang 
nur  dann  stattfindet,  wenn  der  inducirende  Strom  frei  von 
Gleitstellen  ist. 

Der  Einfachheit  halber  werde  ich  mich  im  Folgenden  durch- 
weg auf  solche  Fälle  beschränken ,  in  denen  die  Strombahnen 
unverzweigt,  also  einfach  geschlossene  Curven  sind.  Eine  solche 
einfach  geschlossene  Curve  werde  ich  kurzweg  einen  Ring 
nennen,  und  dieses  Wort  auch  dann  anwenden ,  wenn  die  ge- 
schlossene Curve  aus  mehreren  gegen  einander  verschiebbaren 
Theilen  zusammengesetzt,  also  mit  sogenannten  Gleitstellen  be- 
haftet ist. 

Das  Ampere'sche  Gesetz. 

Dieses  Gesetz  lautet  bekanntlich  folgendermaassen :  Die 
ponderomotorische  Kraft  B,  mit  welcher  zwei  Stromelemente 
jDa  und  iDs  aufeinander  einwirken,  fällt  in  die  Linie  r  der 
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gegenseitigen  Entfernung,  und  besitzt,  repulsiv  gerechnet,  den 
Werth : 

,^^               T^      jiDoDs   ...         -         ^,  , 

(1)  R  =  - (|- cos  i9- cos  ,?•  — cos?;), 

wo  &,  d-' ,  7]  die  Ampere' sahen  Winkel  vorstellen,  vgl.  Seite  8. 
Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  der  Winkel  ?j  =  [Do-Ds]  von 
Ampere  selber  mit  e  bezeichnet  wurde.  Uebrigens  ist  der  Aus- 
druck (1)  auch  so  darstellbar: 

,  .  jiDa Ds  l     dP-r  dr  dr 

r2        \   dods       ^  da  ds 
oder  auch  so : 

(3)  R=jiI)GDsX^i^  , 

wo  die  Charakteristik  d  in  demselben  Sinn  gebraucht  ist,  wie  in 
der  vorliegenden  Abhandlung.   Vgl.  die  Note  Seite  9. 

Gegen  das  Ampere' sehe  Gesetz  sind  mancherlei  Bedenken 
geäussert.  Bei  Herausgabe  der  ersten  i^.  iVewwaww' sehen  Ab- 
handlung über  inducirte  Ströme,  habe  ich  Gelegenheit  genommen, 
diese  Bedenken  zurückzuweisen ,  oder  wenigstens  auf  ihr  rich- 
tiges Maass  zurückzuführen ;  wodurch  zugleich  den  auf  diesem 
Gesetz  basirenden  F.  Neumanri  sehen  Untersuchungen  ein  höherer 
Grad  von  Sicherheit  und  Zuverlässigkeit  verliehen  sein  dürfte. 
Man  vgl.  die  Klassiker  d.  exact.  Wiss.  No.  10,  Seite  91  —  93. 


Das  F.  Neumann'sche  Potentialgesetz. 

Dieses  Gesetz  ist  zum  ersten  Mal  in  der  hier  wiederabge- 
druckten Abhandlung  (Seite  72  —  78)  von  meinem  Vater  ver- 
öffentlicht worden.  Es  mag  mir  gestattet  sein ,  dieses  wichtige 
Gesetz  hier  zu  verallgemeinern,  und  zugleich  seine  Ableitung  zu 
vereinfachen. 

Die  ponderomotorische  Arbeit  a,  welche  zwei  Stromelemente 

J Dg  und  iDs  bei  irgend  welchen  Bewegungen  in  der  Zeit  dt 

d  T 
aufeinander  ausüben,  ist  =  Rdr  =  Il  ~j-  dt,\fO  R  die  in  (1). 

(2),  (3)  angegebene  Kraft  bezeichnet,  während  dr  den  Zuwachs 
von  r  in  der  Zeit  dt  vorstellt.  Hieraus  folgt,  falls  man  für  R 
seinen  Werth  (3)  substituirt,  sofort: 


d.  i. 
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■■  11  IJa ns  —^— — —^r-  dt , 
'^  y-r  da  ds  dt 


a^ljidt-DoDsLp^^], 
-^  I    dods    dt  J  ' 

oder  ein  wenig  anders  geschrieben : 


2jidt-  Do  Ds 


d^  IdVr  dyr\         d_  IdVr  dVi'V 
da\  ds    dt  j        ds\  da    dt  j 

d_ldVrdyr] 

~'dt 


dVrdVr\ 
da    ds  I 


Ans  diesem  Ausdruck  ergiebt  sich  die  von  zwei  Strom- 
r  in  gen  g  und  s  während  der  Zeit  dt  aufeinander  ausgeübte 
ponderomotorische  Arbeit  A  dadurch ,  dass  man  über  alle  Ele- 
mente Da  und  Ds  derselben  integrirt.  Hierbei  aber  ver- 
schwinden die  beiden  ersten  Glieder  des  Ausdrucks.  Bezeichnet 
man  also  jene  Integrationen  mit  JS'  und  S  ,  so  erhält  man : 


A  = 
oder  was  dasselbe  ist 

dt 

wobei  alsdann  die  Differentiation  nach  t  so  auszuführen  ist ,  als 
ob  die  Stromstärken  y  und  e  constant,  d.  i.  von  der  Zeit 
unabhängig  wären. 

Zur  Abkürzung  setzen  wir  jetzt : 

4     n  =  2jtL0————DaDs  =  '^L0--^-j-DaDs, 
da    ds  2  r  da  ds 

oder  was  dasselbe  ist: 

2  \r  da  ds       dadsf 

Der  hier  in  Klammern  stehende  Ausdruck  ist  bekanntlich 

GOä(Da-Ds) 
= ;  so  dass  man  also  schreiben  kann : 


„             i'i  VQ  cos  {Da  ■  Ds)  ^    _ 
JT=  — V  Zo :  DoDs 


cos  {Da  ■  Ds] 

Ostwald's  Klassiker.  36. 
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Mit  Rücksicht  auf  (4)  gewinnt  nun  der  für  A  erhaltene 
Werth  folgende  ausserordentlich  einfache  Gestalt: 

(6)  A  =  —-^dt=-dn. 

dt 

Der  Ausdruck  TI  (5)  repräsentirt  das  F.  Neuma?zn' sehe 
Potential  der  beiden  Stromringe  aufeinander.  Vgl.  Seite  73. 
Und  die  Formel  (6)  liefert  also  folgendes  Theorem : 

Die  ponderomotorische  Arbeit,  welche  zwei  elek- 
trische Stromringe  g  und  s  bei  beliebigen  Bewe- 
gungen während  der  Zeit  dt  aufeinander  ausüben, 
ist  =  —  dir,  wo  dJI  denjenigen  Zuwachs  vorstellt, 
den  das  gegenseitige  Potential  JI  der  beiden  Ringe 
während  der  Zeit  dt  annehmen  würde,  falls  die 
Stromstärken  während  dieser  Zeit  constant  blieben. 
Dass  dieses  Theorem  auch  dann  noch  gilt,  wenn  die  beiden 
Stromringe  Gleitstellen  besitzen,  lässt  sich  leicht  zeigen. 
Man  vgl.  meine  Theorie  der  elektrischen  Kräfte ,  Leipzig  bei 
Teubner,  1873,  Seite  65—67. 

Der  Ring  g  sei  fest  aufgestellt.  Andererseits  mag  der  Ring  s 
sich  selber  parallel  in  der  Richtung  der  x-Axe  um  eine  unend- 
lich kleine  Strecke  da  verschoben  werden.  Die  während  dieser 
Verschiebung  von  g  auf  s  ausgeübte  ponderomotorische  Arbeit  A 
ist  alsdann  (nach  allgemeinen  Sätzen  der  Mechanik)  gleich  der 
von  g  auf  s  in  der  Richtung  der  z-Axe  ausgeübten  Kraft  X,  diese 
noch  multiplicirt  mit  da.  Substituirt  man  diesen  Werth 
A=  Xda  in  (6),  so  erhält  man  die  erste  der  drei  Formeln: 

da   '  db  '  de   ' 

Die  beiden  anderen  ergeben  sich  in  analoger  Art. 

Denkt  man  sich  ferner  den  Ring  s  um  die  x-Axq  um  einen 
unendlich  kleinen  Winkel  dl  gedreht,  so  wird  die  von  dem  fest- 
liegenden Ringe  g  auf  s  während  dieser  Drehung  ausgeübte 
ponderomotorische  Arbeit  A  gleich  sein  dem  von  g  auf  s  aus- 
geübten Drehungsmoment  Z ,  dieses  noch  multiplicirt  mit  dl. 
Durch  Substitution  dieses  Werthes  A  =  LdX  ergiebt  sich  aus 
(6)  die  erste  der  drei  Formeln: 

/c.     r         ^n       ^^        dn       ^^        dn 

^  '  dl  d^L  ^  dv 

Die  beiden  anderen  ergeben  sich  in  analoger  Art. 
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Die  sechs  Formeln  (7),  (8)  repräsentiren  zusammengenommen 
das  F.  Neuman?i' sehe  Potentialgesetz.  Vgl.  die  vor- 
liegende Abhandlung,  Seite  72,  73  und  77. 

Dabei  sei  noch  Folgendes  bemerkt:  Für  den  Fall,  dass/ 
und  i  beide  ==  l  sind,  wird  das  Potential  11  in  der  vorliegenden 
Abhandlung  mit  P  bezeichnet,  so  dass  also  P  nach  (4),  (5)  die 
Bedeutung  hat: 


(9) 


^YOdyrdVr  VO  1  dr  dr 

da    ds  "         r  da  ds 


Der  letzte  dieser  Ausdrücke,  in  welchem  &,  d-'  die  Ampere- 

sehen  Winkel  bezeichnen ,  ergiebt  sich  sofort  aus  dem  darüber 

dl' 
stehenden  Ausdruck.    Denn   es  ist  bekanntlich  cos  S-  ==  ^  -y- 

da 

U/T 

und  cos  ,9-'  =  —  ^  'Y~ '  wo  f  =  ±:  1. 

Ist  endlich  i=  1,  hingegen/ beliebig,  so  wird  das  Potential  JI 
von  meinem  Vater  mit  Q  bezeichnet ,  so  dass  also  die  Relation 
stattfindet : 

(10)  Q=jP- 

Vgl.  die  erste  Zeile  auf  Seite  26. 

Das  Ohm'sclie  Gesetz. 

Das  Gesetz  lautet:  Die  in  einem  Drahtringe  s  vorhandene 
elektrische  Stromstärke  ist  gleich  der  Summe  aller  im  Ringe  vor- 
handenen elektromotorischen  Kräfte ,  diese  Summe  noch  mul- 
tiplicirt  mit  s' ,  wo  e'  den  reciproken  Leitungswiderstand  des 
Ringes  bezeichnet. 

Werden  z.  B.  jene  elektromotorischen  Kräfte  durch  einen 
in  der  Nähe  befindlichen  elektrischen  Stromring  g  hervor- 
gebracht, so  hat  die  im  Ringe  s  erzeugte  Stromstärke  den  Werth: 

(11)  sYiSvDaDs, 

wo  r^DaDs  diejenige  elektromotorische  Kraft  vorstellt,  welche 
ein  einzelnes  Element  Da  m  einem  einzelnen  Element  Ds 
hervorbringt. 

6* 
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Dabei  sei  bemerkt,  dass  man  das  Product 

(12)  i]DaDsdt 

zu  bezeichnen  pflegt  als  die  von  Dg  in  Ds  während  des 
Zeitelementes  dt  hervorgebrachte  elektromotorische  Kraft. 
Dieser  Bezeichnungsweise  entsprechend  wird  also  riDo  Ds  die- 
jenige elektromotorische  Kraft  zu  nennen  sein,  welche  Z) ff  in 
Ds  binnen  der  Zeiteinheit  hervorbringen  würde,  falls»; 
während  einer  solchen  Zeiteinheit  constant  bliebe. 


Das  F.  Nenmann'sche  Elementargesetz. 

Dieses  Gesetz  ist  in  den  beiden  F.  Neumann' sehen  Abhand- 
lungen mehrfach,  an  verschiedenen  Stellen,  aber  an  jeder  solchen 
Stelle  immer  nur  th  eil  weise  angegeben.  In  Anbetracht  der 
ausserordentlichen  Wichtigkeit  des  Gegenstandes  mag  es  mir 
gestattet  sein,  jene  einzelnen  Bruchstücke  zusammenzufügen,  und 
in  solcher  Art  das  in  Rede  stehende  Elementargesetz  deutlich 
und  vollständig  zur  Anschauung  zu  bringen. 

Ich  betrachte  zuvörderst  den  speciellen  Fall,  dass  das  indu- 
cirende  Stromelement  y  Z)  er  ruht,  während  das  inducirte 
Drahtelement  Ds  in  beliebiger  Bewegung  begriffen  ist.  Die  von 
j'Da  in  Ds  während  der  Zeit  dt  erzeugte  elektromotorische 
Kraft  rj Dg  Ds  dt  (12)  besitzt  alsdann  nach  der  früheren 
F.  Neumamt' sehen  Abhandlung  (Klassiker  d.  exact.  Wiss., 
No.  10,  Seite  24)  den  Werth : 

(A)  rjDGDsdt=  —  ev{cDGDs]dt. 

Hier  bezeichnet  e  die  Inductionsconstante ,  und  v  die  augen- 
blickliche Geschwindigkeit  des  Elementes  Ds.  Ferner  hat  hier 
cDgDs  die  Bedeutung: 

c  D G  Ds  =  M  Goa  [M  •  v)  , 

wo  M  diejenige  ponderomotorische  Kraft  vorstellt,  welche /Da 
auf  das  Element  Ds  ausüben  würde,  falls  letzteres  von  einem 
elektrischen  Strom  von  der  Stärke  Eins  durchflössen  wäre. 
Somit  folgt  aus  (3) 

2    d^  Vr 
cDg  Ds=jDgDs-^-^ — j-coa{Ii-v). 
•^  Yr  döds        ^         ' 

Demgemäss  ergiebt  sich  aus  (A) : 
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2    dp-  Vr 
(B)     r,DaDsdt=  —  eJDo  Ds^z-j — ^  ■  vco^{R-v)- dt . 

T/^'  (Z  ö  et  S 

Bezeichnet  man  nun  das  von  Ds  während  der  Zeit  dt  durch- 
laufene  Wegelement  mit  do  ,  so  ist  v  =  -j-  ,  mithin: 

,^      ,       do  •  cos  i-ß-ü)        d?' 

,,os[R-v)= =^, 

wo  dr  den  Zuwachs  von  r  während  der  Zeit  <^^  vorstellt*). 
Somit  folgt  aus  (B) : 

/  2   d"^}/?  dr\  , 

oder  was  dasselbe  ist : 

(d'^VrdVr\ 

Beachtet  man  nun,  dass  die  von  j Da  in  Ds  erzeugte  elek- 
tromotorische Kraft  immer  nur  abhängig  sein  kann  von  der 
relativen  Bewegung  des  einen  Elementes  in  Bezug  auf  das 
andere,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die  Formel  (D)  ganz  all- 
gemein gilt,  einerlei  ob  das  eine  Element  jDa  ruht,  oder  ob 
beide  Elemente  in  Bewegung  begriffen  sind. 

Dagegen  ist  bei  der  Formel  (D)  stillschweigend  voraus- 
gesetztworden, dass  die  Stromstärke/ CO nst an t  sei.  Aendert 
sichy,  SO  ist,  wie  mein  Vater  gezeigt  hat,  zum  Ausdruck  (D) 

d? 
noch  ein  von  -—-  abhängendes  Glied  hinzuzufügen.   Dieses  Glied 

aber  ist  von  meinem  Vater  nicht  mit  voller  Bestimmtheit  an- 
gegeben. Vielmehr  sind  von  ihm  für  dieses  Glied  zwei  ver- 
schiedene Werthe  proponirt,  ohne  bestimmte  Entscheidung  zu 
Gunsten  des  einen  oder  andern ,  nämlich  einerseits  der  Werth 

(P)  -j—^—^o^iDo'Ds)-^dt, 

und  andererseits  der  Werth : 


*)  Dass  in  der  That  do-  cos  {E'v]  =  dr  ist,  kann  keinem  Zweifel 
unterliegen.  Denn  JR  ist,  wie  schon  früher  betont  wurde,  repulsiv 
gerechnet,  und  repräsentirt  also  hier  die  Richtung  der  über  ds  hinaus 
verlängerten  Linie  r. 
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,  ,     ,    E  Da Ds  dr  drdj   ,  eDgDs       ,       ^,dj  , 

wo  wiederum  d-  ^  S-'  die  ^/n^ere'schen  Winkel  vorstellen.  Man 
vgl.,  was  (p)  betrifft,  die  hier  vorliegende  Abhandlung  Seite  45 
(6),  und  sodann,  was  (q)  betrifft,  die  auf  derselben  Seite  45  be- 
findlichen früheren  Formeln  (3),  (4),  (5), 

Durch  Zufügung  dieses  Gliedes  (p)  oder  (q)  erhält  die  For- 
mel (D)  die  Gestalt : 

wo  alsdann  W  einen  der  beiden  Werthe  besitzt : 

cos  (Da  •  Ds] 


W 


^  .„       cos  S-  cos  -j- 

r 

Die  Formel  (13)  repräsentirt  das  F.  Neumann'sahe 
Elementargesetz,  Dabei  bezeichnet  f"  einen  der 
beiden  Werthe  (13a)  ,  ohne  dass  von  F.  Neumann  eine 
bestimmte  Entscheidung  gegeben  wäre  zu  Gunsten 
des  einen  oder  anderen  Werthes. 

Das  F.  Neumann'sclie  Princip. 

Dieses  wichtige  und  durch  seine  grosse  Einfachheit  ganz  be- 
sonders ausgezeichnete  Princip  bildet  den  Hauptinhalt  der  vor- 
liegenden Abhandlung,  und  ist  daselbst  gleich  zu  Anfang 
(Seite  3  und  4)  in  voller  Allgemeinheit  ausgesprochen.  Das 
Princip  hat  sich  experimentell  bewährt.  Bedenken  gegen  das- 
selbe sind  meines  Wissens  niemals  entstanden.  Kurz,  es  dürfte 
dieses  Princip  eines  der  einfachsten  und  zuverlässigsten*)  Ge- 
setze sein  im  ganzen  Gebiet  der  Elektrodynamik. 

Dieses  Gesetz  oder  Princip  ist  in  der  hier  vorliegenden  Ab- 
handlung abgeleitet  aus  dem  soeben  besprochenen  Elementar- 
gesetz. Demgemäss  stellen  wir  uns  die  Aufgabe,  eine  solche 
Ableitung  hier  wirklich  zu  bewerkstelligen. 


*)  Immerhin  würden  mir  weitere  experimentelle  Prüfungen  des- 
selben, namentlich  in  solchen  Fällen,  wo  der  Inducent  Gleitstellen 
besitzt,  höchst  wünschenswerth  erscheinen. 


I 
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Es  seien  zwei  mit  Gleitstellen  versehene  Drahtringe  g  und  s 
gegeben;  und  zwar  sei  g  von  einem  Strom  durchflössen,  dessen 
Stärke  /  (aus  irgend  welchen  Gründen)  von  Augenblick  zu 
Augenblick  in  stetiger  Weise  sich  ändert.  Beide  Ringe  g  und  s 
seien  in  beliebigen  Bewegungen  begriffen.  Wir  stellen  uns  die 
Aufgabe,  die  Summe  derjenigen  elektromotorischen  Kräfte  zu 
berechnen ,  welche  g  während  der  Zeit  dt  im  Ringe  s  hervor- 
bringt. 

Zur  Vereinfachung  wollen  wir  vorläufig  annehmen ,  dass  in 
den  Gleitstellen  nur  Elemente  in  die  Ringe  eintreten,  nicht 
aber  austreten.  Die  während  der  Zeit  dt  in  die  Ringe  g  und  s 
neu  eintretenden  Elemente  bezeichnen  wir  respective  mit  ^  a 
und  z/s,  während  die  bereits  zu  Anfang  dieses  Zeitelementes 
dt  in  den  Ringen  enthaltenen  Elemente  Z>ö- und  Ds  heissen 
mögen.  Demgemäss  ist  die  Anzahl  der  Da  unendlich  gross, 
andererseits  aber  die  Anzahl  der  Ja  eine  endliche,  nämlich 
ebenso  gross  wie  die  Anzahl  der  im  Ringe  g  vorhandenen  Gleit- 
stellen.   Analoges  gilt  selbstverständlich  von  den  Bs  und  J  s. 

Die  von  einem  einzelnen  Element  Da  in  einem  einzelnen 
Element  Ds  während  der  Zeit  dt  hervorgebrachte  elektro- 
motorische Kraft  hat  nach  dem  F.  Neuma?in' Bähen  Ele- 
mentargesetz (13)  denWerth: 

((12  Yr  dVr\ 
'd^s  -dt]  ^' 
'"^  ^DaDs,^,,. 

Diese  Formel  gilt  nur  für  äie  Da,  nicht  aber  für  die  z/  ff.  Wäh- 
rend nämlich  in  jedem  Element  D  a  die  Stromstärke  in  der  Zeit  dt 
vonj  auf/-}-  dj  wächst,  wird  sie  in  jedem  der  neu  eintretenden 
Elemente  z/ff  während  der  Zeit  dt  von  Null  aus  bis  zu j-\-dj 
ansteigen.  Die  mit  (a)  analoge  Formel  für  ein  Element  z/ ff  wird 
daher  folgendermaassen  lauten : 

/     d'^yrdyr\ 
T]  z/ff  Ds  dt  =z  —  sy  Ja  Ds  14  'ZTT}  ^^ 

2 ^  U  +  f^j)  ^ 

wo  unter  y  offenbar  irgend  ein  Mittelwerth  zwischen  denjenigen 
Stromstärken  0  und  j  +  dj  zu  verstehen  ist ,  welche  das  Ele- 
ment J a  zu  Anfang  und  zu  Ende  des  Zeitelementes  dt  besitzt. 
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Glücklicherweise  sind  weitere  Ueberlegungen  über  die  Wahl 
dieses  Mittelwerthes  nicht  erforderlich.  Denn  man  sieht  sofort, 
dass  das  mit  y  behaftete  Glied  ein  Unendlichkleines  dritter 
Ordnung  ist,  mithin  verschwindet  gegen  das  letzte  Glied,  dessen 
unendliche  Kleinheit  der  zweiten  Ordnung  angehört.  Auch 
ist  in  diesem  letzten  Gliede  das  Binomy+G?y  offenbar  ersetzbar 
durch y.   Somit  reducirt  sich  die  Formel  auf: 

io\  A     T^    j^  e  Ja  Ds       . 

Denkt  man  sich  nun  die  Formel  [a]  für  alle  Elementenpaare 
Da ,  Ds,  und  die  Formel  {ß)  für  alle  Elementenpaare  Ja,  Ds 
hingestellt ,  so  gelangt  man  durch  Addition  all'  dieser  Formeln 
zu  dem  Ergebniss ,  dass  die  Summe  dF  aller  von  g  im  Ringe  s 
während  der  Zeit  dt  inducirten  elektromotorischen  Kräfte  den 
Werthhat: 

dF=-sjllS4P^'^4^I)oDs]dt 
,, ,,  -^  \  da  ds  dt  / 

(14) 

—  y/SS  '^PDaDs\dj—^-^%'^PJoDs\  , 

wo  das  Zeichen  2  im  letzten  Ausdruck  kein  Integral,  sondern 
die  Summe  einer  endlichen  Zahl  von  Gliedern  andeutet.  Denn 
es  erstreckt  sich  diese  Summe  über  alle  während  der  Zeit  dt 
in  den  Ring  g  neu  eintretenden  Elemente  z/a;  sie  besteht  daher 
aus  ebensovielen  Gliedern ,  als  Gleitstellen  in  g  vorhanden  sind. 
Hieraus  ergiebt  sich  sofort,  dass  alle  drei  Ausdrücke  der  For- 
mel (14)  unendlich  kleine  Grössen  erster  Ordnung  sind,  und 
dass  es  also  völlig  unstatthaft  sein  würde,  etwa  den  letzten  Aus- 
druck gegenüber  den  beiden  ersten  vernachlässigen  zu  wollen. 

Bei  Ableitung  der  Formel  (14)  scheinen  die  in  den  Ring  s 
während  der  Zeit  dt  neu  eingetretenen  Elemente  Js  ganz 
vergessen  zu  sein.  Wollte  man  aber  diese  Elemente  Js  mit  in 
Rechnung  bringen,  so  würde,  weil  die  Anzahl  der  Js  endlich , 
hingegen  die  Anzahl  der  Ds  unendlich  gross  ist,  zur  rechten 
Seite  der  Formel  (14)  nur  noch  ein  Glied  hinzutreten,  welches 
dieser  rechten  Seite  gegenüber  verschwindend  klein,  mithin 
fortzulassen  ist. 

Nur  der  Bequemlichkeit  willen  ist  bis  jetzt  vorausgesetzt, 
dass  in  den  Gleitstellen  der  beiden  Ringe  nur  Elemente  ein- 
treten, nicht  aber  austreten.   In  der  That  übersieht  man  leicht,. 


d 
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dass  die  Formel  (14)  ganz  allgemein  gelten  wird,  falls  man 
nur  in  ihr  unter  den  z/ff  die  absoluten  Längen  der  neu  ein- 
tretenden, andererseits  aber  die  mit  ( —  1)  multiplicirten 
Längen  der  austretenden  Elemente  versteht. 

Beachten  wir  jetzt  die  schon   früher   benutzte  identische 
Gleichung : 

^  d'^yrdVr 


d^  ^dVr  dVr^        d_  fclVr  dVr\  _  ^  (äYr  dVr 


:i5 


dads   dt 

^j^dVA 

doXds     dt  }~^  ds\  da    dt  J       dt\ds    da 
so  reducirt  sich  die  Formel  (14)  auf*) : 

dF=sj-y-\L0  2-. j—  Dg  Ds\dt 

-^  dt\  da    ds  } 

—  I^/SS  WDaDs\dj  —  ^CL^WJaDsY 

Der  eingeklammerte  Ausdruck  im  ersten  Gliede  ist  =  P,  vgl. 
(9).  Der  eingeklammerte  Ausdruck  des  zweiten  Gliedes  er- 
hält, falls  man  für  ^  seine  Bedeutung  (13a)  substituirt,  entweder 
den  Werth  • 

r 
oder  den  Werth 


y  C  cosi?-  cosi9-' 


DaDi 


Er  ist  daher,  nach  (9) ,  unter  allen  Umständen  =  —  2  P.    Somit 
folgt  aus  (15) : 

(16)  dF=sj^dt-{-eP^dt-^llSwJaDsy 
oder  was  dasselbe  ist : 

(17)  dF==e^il^dt-filZwJoDs). 
Nach  (10)  ist  aberyP=  Q.    Somit  folgt: 

*)  Dass  der  üebergang  von  (14)  zu  (15)  auch  dann  nochcorrect  ist, 
wenn  die  Ringe  mit  Gleit  stellen  behaftet  sind,  ergiebt  sich 
mittelst  gewisser  allgemeiner  Sätze.  Man  findet  diese  Sätze  in  den 
Abhandlungen  der  K.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  1873,  Seite  446  und  447. 
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(18)  dF=^s^dt-^llSwJaDs\. 

Integrirt  man  endlich  diese  Formel  über  ein  beliebiges  Zeit- 
intervall t,  •  '  •  tff,  so  erhält  man  für  die  während  dieses  Zeit- 
intervalls von  g  in  s  indncirte  elektromotorische  Kraft  F  den 
Werth  : 

t,. 

(19)  F=  e  [Q,-  Q,)  -  f/y(2S  '¥Jg  Z>.)  , 

wo  Q,  und  Q„  die  Werthe  von  Q  in  den  Augenblicken  t,  und  t,, 
vorstellen, 

Vergleichen  wir  nun  diese  Formel  (19)  mit  dem  allgemeinen 
F.  Neumann' ^g'^qu  Prineip,  d.  i.  mit  der  Formel  auf 
Seite  50  : 

(19*)  F=e{Q,,-Q,), 

so  bemerken  wir  einen  sehr  wesentlichen  Unterschied. 

In  der  That  haben  wir  hier  zwei  ganz  verschiedene  Formeln 
vor  uns.  Die  Formel  (19)  repräsentirt  das  F.  Neumann' sehe 
Elementargesetz,  insofern  als  sie  von  uns  aus  diesem  in  (13) 
angegebenen  Elementargesetz  in  directer  Weise  abgeleitet  ist. 
Andererseits  aber  repräsentirt  die  Formel  (19*)  das  F.  Neu- 
mann'sch.e  allgemeine  Prineip.  Es  findet  also  zwischen 
jenem  Elementargesetz  und  diesem  Prineip  kein  Einklang  statt. 
Denn  je  nachdem  wir  das  eine  oder  das  andere  anwenden,  er- 
halten wir  für  die  inducirte  elektromotorische  Kraft  F  bald  den 
Werth  (19),  bald  den  Werth  (19*). 

Das  störende  Glied,  welches  den  Unterschied  der  beiden 
Formeln  (19)  und  (19*)  ausmacht,  ist  behaftet  mit  den  z/ff,  und 
wird  also  verschwinden,  falls  die  z/ff  alle  =  0  sind,  d.  i., 
falls  der  inducirende  Strom  g  keine  Gleitstellen  hat.  Dem- 
gemäss  können  wir  das  Hauptresultat  unserer  Untersuchung  so 
aussprechen : 

Das  F.  Neumann' sehe  Elementargesetz  führt  in 
directer  Weise  zum  F.  Neumann' sehen  Prineip,  falls 
der  Inducent  frei  von  Gleitstellen  ist. 

Hingegen  führt  jenes  Elementargesetz  zu  einer 
von  diesem  Prineip  wesentlich  verschiedenen  For- 
mel, sobald  Gleitstellen  im  Inducenten  vorhanden 
sind. 

Betrachtet  man  also  dieses  Prineip  als  experimentell  be- 
wiesen, als  wirklich  unantastbar,  so  würde  hieraus  folgen,  dass 
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jenes  Elementargesetz  unhaltbar  sei,  oder  wenigstens  noch  irgend 
welcher  Correction  bedürfe. 

Das  eigentliche  Novum,  welches  durch  die  hier  angestellten 
Betrachtungen  in  die  Dinge  hineingetragen  ist ,  besteht  in  den 
Kräften  (ß)  Seite  88,  und  namentlich  in  dem  Umstände,  dass 
diese  Kräfte  'ß)  gegenüber  den  Kräften  (a)  Seite  87  nicht  zu 
vernachlässigen  sind. 

In  der  Abhandlung  meines  Vaters  konnte  auf  Seite  29  dieser 
Kräfte  'ß]  schon  deswegen  nicht  gedacht  werden,  weil  dort  nur 
derjenige  Theil  der  elektromotorischen  Kräfte  betrachtet  wird, 
welcher  aus  Ortsveränderungen  entspringt.  Der  von  In- 
tensitätsveränderungen herrührende  Theil  dieser  Kräfte 
kommt  erst  später  Seite  43 — 52  in  Betracht,  und  wird  auf 
Seite  46  in  (10)  durch  das  Integral 


eßtP{g 


'dt 


ausgedrückt.  Jene  von  den  Intensitätsveränderungen  her- 
rührenden elektromotorischen  Kräfte  iß]  ,  die  wesentlich  da- 
durch charakterisirt  sind,  dass  sie  nicht  dj  ,  sondern/ selber  als 
Factor  enthalten ,  scheinen  also  ganz  ausser  Acht  gelassen  zu 
sein  *  . 

Wäre  eine  solche  Vernachlässigung  der  Kräfte  [ß]  wirklich 
gestattet,  so  würden,  wie  man  sofort  erkennt,  die  Formeln  (19) 
und  (19*)  untereinander  identisch  werden.  Und  es  würde  dann 
also  —  entsprechend  der  Ansicht  meines  Vaters  —  zwischen 
dem  Elementargesetz  und  dem  allgemeinen  Princip  in  der  That 
vollständiger  Einklang  stattfinden. 


*)  Hiermit  contrastirt  allerdings  eine  gelegentliche  Aeusserung 
auf  Seite  61,  62,  welche  dahin  lautet,  dass  in  den  neu  eintretenden 
oder  austretenden  Elementen  die  Stromstärke  plötzlich  von  0  bisy, 
oder  von  j  bis  0  sich  verändere ,  und  dass  der  hierdurch  hervor- 
gebrachte inducirende  Effect  in  den  früheren  Formeln  schon  mit  en  t- 
halten  sei. 

Ich  weiss  diesen  Widerspruch  weder  zu  beseitigen ,  noch  auch 
zu  erklären.  Möglicherweise  liegt  die  Erklärung  darin,  dass  die  hier  in 
Betracht  kommenden  Theile  der  Abhandlung  —  nach  der  etwas  ver- 
schiedenen Bezeichnungsweise  zu  urtheilen  —  zu  verschiedenen 
Zeiten  niedergeschrieben  sind.  Während  nämlich  im  eigentlichen 
Haupttheil  (§  1 — 4)  der  inducirende  Strom  J  heisst,  ist  derselbe  im 
letzten  Theil  (§  5),  sowie  auch  in  der  Einleitung,  mit  i  bezeichnet 
worden.  Bei  dem  hier  vorliegenden  Neudruck  habe  ich  mir  allerdings 
erlaubt,  diese  Ungleichmässigkeit  zu  beseitigen,  und  den  inducirenden 
Strom  durchweg  mit/  zu  bezeichnen. 
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Uebrigens  habe  ich  diese  Dinge  schon  früher  besprochen  in 
meinem  Werke  über  die  elektrischen  Kräfte,  Leipzig  bei  Teubner, 
1873,  Seite  214 — 232.  Meine  dortigen  Betrachtungen  waren 
aber  vermischt  mit  mancherlei  andern,  zum  Theil  sehr  mühsamen 
Ueberlegungen ,  und  entbehrten  infolge  dessen  wohl  der  hin- 
reichenden Deutlichkeit.  Demgemäss  habe  ich  hier  diese  Be- 
trachtungen von  Neuem  wiederholt,  und  etwas  anschaulicher 
und  übersichtlicher  zu  gestalten  gesucht. 

lieber  ein  F.  Neumann'sches  Experiment. 

Ich  werde  schliesslich  die  Formeln  (19)  und  (19*)  noch  auf 
ein  von  meinem  Vater  angestelltes  Experiment  anwenden,  aus 
dem  zugleich  hervorgehen  wird ,  dass  das  jene  beiden  Formeln 
unterscheidende  Glied  unter  Umständen  einen  recht  beträcht- 
lichen Werth  haben  kann. 

In  der  Mitte  der  Seite  66  heisst  es:  »Zum  Multiplicator  ge- 
langen bei  fortgesetzter  rascher  Drehung  der  Axe  £  rj  drei  Ströme 
u.  s.  w.«  —  Der  dort  behandelte  Fall 
ist  im  Wesentlichen  folgender : 

Der  Strom/  einer  bei  a  aufgestellten 
galvanischen  Batterie  geht  (wie  die  in 
der  Figur  10  angegebenen  Pfeile  an- 
deuten) von  a  über  ß  und  y  nach  e,  und 
von  hier  aus  durch  einen  in  der  Figur 
nicht  gezeichneten  Draht  nach  a  zu- 
rück. Mit  Ausnahme  des  Bahnstückes 
€  y  sind  alle  Theile  der  eben  genannten 
Drahtleitung  unbeweglich.  Das  Bahn- 
stück ey  hingegen  befindet  sich  (etwa 
getrieben  durch  ein  Uhrwerk)  in  schneller 
und  gleichförmiger  Rotation  um  den 
Punkt  s ,  und  zwar  der  Art ,  dass  sein 
Ende  /  längs  des  kreisförmigen  Draht- 
stückes ßyd  dahin  schleift.  Das  Ende  d 
dieses  kreisförmigen  Bahnstückes  reicht 
sehr  nahe  an  seinen  Anfang  ß,  ohne 
mit  ß  in  leitender  Verbindung  zu  stehen. 
Der  Mittelpunkt  dieser  zwischen  ß  und  ö 
vorhandenen  Lücke  mag  fi  heissen. 
Der  Widerstand  des  kreisförmigen 
Bahnstückes  ßyd  mag  im  Vergleich  mit  den  Widerständen  der 
übrigen  Theile  der  Drahtleitung  so  ausserordentlich  klein  gedacht 


Fig.  10. 
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werden ,  dass  die  Stärke  j  des  elektrischen  Stroms ,  während  y 
von  ß  nach  (5  fortgleitet,  constant  bleibt. 

Wir  wollen,  was  die  Rotation  des  Bahnstückes  e/  betrifft, 
unter  ßyd  diejenige  Zeit  verstehen,  welche  der  Endpunkt 
dieses  Bahnstückes  braucht,  um  von  /i  über  y  nach  6  zu  gelangen. 
Ferner  mag  6  denjenigen  Zeitaugenblick  bezeichnen,  in 
welchem  jener  Endpunkt  die  Stelle  8  passirt,  und  ß  den  un- 
mittelbar folgenden  Zeitaugenblick,  in  welchem  Jener  End- 
punkt die  Stelle  ß  passirt. 

Es  handelt  sich  darum ,  die  Summe  F  derjenigen  elektro- 
motorischen Kräfte  zu  berechnen,  welche  der  Strom  aßyea 
während  einer  einmaligen  Umdrehung  des  Bahnstückes  ey  m 
irgend  einem  in  der  Nähe  fest  aufgestellten  Drahtring  s 
inducirt. 

Diese  Summe  F  ist  zerlegbar  in  drei  Theile : 

20  F  =  Fi'  4-  Fi^y^  -h  F^. 

Denken  wir  uns  nämlich  jene  Umdrehung  vom  Punkt  {.i  aus- 
gehend, und  über  ßyd  nach  f-L  zurückkehrend,  so  wird  in  s  zu- 
nächst im  Augenblick  ß  eine  gewisse  Summe  Fr  elektromoto- 
rischer Kräfte  hervorgebracht  durch  das  plötzliche  Anschwellen 
des  inducirenden  Stroms  von  0  auf/.  Sodann  wird  in  s  wäh- 
rend der  Zeit  ßyö  eine  gewisse  Summe  jP/^/"  elektromotorischer 
Kräfte  erzeugt,  theils  durch  die  Bewegung  des  Bahnstückes  e  y , 
theils  auch  durch  die  an  der  Gleitstelle  y  in  den  Inducenten 
neu  eintretenden  Elemente  (deren  Stromstärke  beim  Eintreten 
von  0  auf/  ansteigt).  Endlich  wird  in  s  im  Augenblick  6  von 
Neuem  eine  gewisse  Summe  F"  elektromotorischer  Kräfte  indu- 
cirt durch  das  plötzliche  Sinken  des  inducirenden  Stroms  von 
J  auf  0 . 

Das  Potential  des  inducirenden  Stroms  aßyea  auf  den 
Ring  s  mag  für  den  Fall,  dass  beide  Ringe  die  Stromstärke  Eins 
haben,  mit  P  bezeichnet  sein.  Dieses  Potential  P  wird  offenbar 
während  der  Umdrehung  des  Bahnstückes  ey  von  Augenblick 
zu  Augenblick  sich  ändern. _^  Seine  Werthe  in  den  Augenblicken 
ß  und  ö  mögen  Pß  und  P^  heissen.  Auf  Grund  des  F.  Neu- 
manfi' sehen  Elementargesetzes,  oder  vielmehr  auf 
Grund  der  aus  diesem  Gesetz  entsprungenen  Formel  (19)  er- 
geben sich  alsdann  für  F(^y^,  Fi^  und  F^  die  Werthe: 
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(5 


(20a) 


Fß     =e{jPß-0), 

F^   =€(0— yp^). 


Somit  geht  die  Formel  (20)  über  in: 

j 


(21)  F=  —  ^-J^%'¥z^oDs\. 

ri 

Der  hier  auftretende  Ausdruck 

kann  leicht  vereinfacht  werden.  Es  enthält  nämlich  die  Summe  3 
(wie  schon  früher  bemerkt  wurde)  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Gliedern,  nämlich  ebenso  viele  Glieder  als  /t a  vorhanden 
sind.  Im  gegenwärtigen  Fall  existirt  nur  eine  Gleitstelle  (ge- 
legen bei  y),  mithin  auch  nur  ein  Element  //(/;  so  dass  sich  also 
jener  Ausdruck  reducirt  auf 

Demgemäss  geht  die  Formel  (21)  über  in: 

s 

(22)  F=—  ^fido%W  Ds\. 

Diese  Formel  aber  kann  offenbar  auch  so  geschrieben  werden: 

(23)  i^=  -  f  lßyd[^o%  WDs"^  =  -  I  lßyö[Da^  WDs"^  , 

wo  alsdann  ^ßy§  eine  Integration  andeutet,  und  zwar  eine 
Integration  über  sämmtliche  Elemente  Jg  des  kreisförmigen 
Drahtstückes  ßyö.  Ob  man  dabei  diese  Elemente  mit  /ta  oder 
Da  bezeichnet,  ist  gleichgültig. 

Substituirt  man  jetzt  für  'F  seine  eigentliche  Bedeutung  13a), 
so  erhält  man  für  F  entweder  den  Werth ; 
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oder  den  Wertli: 

T?          •/      1  Y        Q  cosi9-  cos^  \ 

F=£j [-  i  l'ßyd^ ;: ^^  ^«j  • 

Im  einen  wie  im  anderen  Werth  ist  aber  der  in  der  Klammer 
stehende  Ausdruck,  wie  aus  9)  ersichtlicli ,  gleich  dem  Po- 
tential P  des  Kreises  ßyd  in  Bezug  auf  den  Ring  s,  also  gleich 
P"  —  P/^),  wo  P"  und  P/^  die  schon  früher  festgesetzten  Be- 
deutungen haben.    Somit  erhält  man  also  schliesslich: 

(24)  F=-ej[P^  —  Pß). 

Dieses  Resultat  (24)  hat  sich  hier  ergeben  auf  Grund  des 
F,  Neumann^ sehen  Elementargesetzes  (13),  d.  i.  auf 
Grund  der  aus  diesem  Gesetz  entsprungenen  Formel  (19). 

Wir  wollen  nun  andererseits,  statt  dieses  Elementargesetzes, 
das  F.  Neumann'sche  allgemeine  Princip,  d.  i.  statt 
(19)  die  Formel  (19*)  der  Betrachtung  zu  Grunde  legen.  Als- 
dann werden  wir  statt  der  Formeln  (20),  (20a)  offenbar  folgende 
erhalten : 

F=  pP  +  F^y^'  -f-  F^' , 

,Fßr^  =  s{jP^-jPl^), 

\f^      =e[0  —jP^), 

mithin  zu  folgendem  Endresultat  gelangen : 

(24*)  P=0. 

Der  Werth  von  i^  ist  nun  von  meinem  Vater  experimentell 
bestimmt  worden.    Und  zwar  ergab  das  Experiment : 

F=  0; 

vgl,  Seite  67,  Zeile  7  v.  u.  Die  experimentelle  Beobachtung 
spricht  also  für  (24*),  und  gegen  (24).  D.  h.  sie  spricht  für 
das  F.  Neumann'sche  allgemeine  Princip,  und  gegen  das 
F.  Neumann'sche  Elementargesetz. 


Die  hier  besprochene  Abhandlung  meines  hochverehrten 
Vaters  dürfte  zu  den  grossartigsten  und  wichtigsten  Schöpfungen 
gehören  im  ganzen  Gebiet  der  mathematischen  Physik.  Aber 
selbst  die  erhabensten  Werke  der  mathematischen  Literatur 
wollen  nicht  blos  angestaunt  und  bewundert ,  sondern  vor  allen 
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Dingen  auch  ernstlich  studirt  sein.  Die  Resultate  eines  solchen 
Studiums  habe  ich  in  diesen  Anmerkungen  niedergelegt.  Dabei 
habe  ich  sorgfältig  der  Bezeichnungsweise  meines  Vaters  mich 
angeschlossen.  Nur  ein  Buchstabe  ist  von  mir  neu  eingeführt 
worden,  nämlich  das  rj.  Vgl.  Seite  83, 84  (1 1),  (12).  Dabei  ist  zu 
bemerken,  dass  dieses  r],  seiner  Bedeutung  nach,  identisch  ist 
mit  dem  E^  im  letzten  Theil  der  vorliegenden  Abhandlung. 
Vgl.  den  Anfang  der  Seite  55,  und  namentlich  auch  die  Formel 
(7b)  auf  Seite  57. 

Es  sind  noch  einige  Worte  zuzufügen  speciell  über  den  §  5, 
in  welchem  das  F.  Neuman?i' sehe  allgemeine  Princip  mit  den 
Resultaten  der  TV.  T^e  5 er' sehen  Theorie  verglichen  wird.  Zu 
Anfang  dieses  Paragraphen  (Seite  52 — 60)  zeigt  sich  in  dieser 
Beziehung  volle  Uebereinstimmung.  Sodann  aber  ergeben  sich, 
im  weiteren  Verlauf  des  Paragraphen  (Seite  61  —  71),  aus  der 
TVeb er' sehen  Theorie  Formeln,  die  von  den  betreffenden  Neu- 
mann'sehen  Formeln  mehr  oder  weniger  abweichen.  Um  diese 
heterogenen  Formeln  besser  übersehen  und  auseinanderhalten 
zu  können,  habe  ich  daselbst  die  einen  mit  SB.,  die  anderen  mit 
%  bezeichnet.  Auch  ist  auf  jenen  Seiten  (Seite  61 — 71)  die 
TFe^er'sche  Theorie  in  verschiedenen  Modificationen  entwickelt; 
dementsprechend  sind  von  mir  den  betreffenden  Formeln  respec- 
tive  die  Signaturen  SB-,  SBi-  und  302 •  beigefügt  worden. 

Schliesslich  sei  bemerkt,  dass  in  allen  Paragraphen  der  vor- 
liegenden Abhandlung  die  Buchstaben  g  und  s  blosse  Namen 
sein  sollen  für  das  inducirende  und  inducirte  System ,  während 
die  betreffenden  B  0 g e n  und  Bogen  demente  durchweg  mit 
G ,  Do  und  s ,  Ds  bezeichnet  sind.  Doch  ist  eine  solche  Unter- 
scheidung zwischen  g  und  ö",  andererseits  zwischen  s  und  s 
nicht  vorhanden  in  der  Einleitung  (Seite  3  —  7),  und  ebenso 
wenig  im  Anhange  (Seite  72 — 78). 

Leipzig,  April  1892, 

C.  Neumann. 


Druck  von  Breitkopt'  &  Härtel  in  Leipzig. 
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